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ÉLÉMENTS 

DE MÉCANIQUE 

INTRODÜCTION. 



fL, DÉFiNiTiON ET OBJET DE LA MÉCANIQUE.— La mécanique a 
été^ a l'origine^ comme Tindique son nom\ la science des ma- 
chines. Mais cette science a pris plus tard une extension con- 
sidérable. On comprend généralement aujourd'hui sous ce 
nom 1*^ rétude des lois et des causes du mouvement des corps^ 
2<» celle des conditions de leur équilibre, c'est-a-dire de leur 
repos en présence de di\erses causes de mouvement qui se 
combattent^ 3** enfin Fapplication de ces principes généraux 
aux machines de loute espèce. 

Nous exposerons, dans eet ouvragp, les premiers principes 
de cette science et ses applications les plus élémentaires. 

3. MOUVEMENT^ REPOS. — Ou dit qu'uu corps est en mouve- 
ment, lorsqu'il occupe succes^ivement plusieurs positions dans 
Tespace. 

On dit qu'il est en repos, lorsqu'il conserve la même position 
dans Tespace. 

Nous ne pouvons constater Ie mouvement d'un corps qu'en 
Ie comparant a des objets qui nous servent de repère^ et que 
nous regdrdons comme fixes. Si leterme de comparaison nous 
manque^ nous jugeons que Ie corps est immobile. C'est ainsi 
que^ sur la terre, les arbres^ les édifices^ etc.^ nous semblent 
en repos. 

^ Du grec (iYix^vY), machine. 



2 INTRODUCnON. 

3. MOUVEMENT RELATIF^ MOUVEMENT ABSOLU.— Si ieS points 

de repère, a Taide desquels nous estimons que Ie corps se dé- 
place^ sont eux-mêmes en mouvement^ Ie mouvement observé 
n'est pas Ie mouvement réel. On lui donne Ie nom de mouve- 
ment relatif. 

Tous les mouvements que nous observons autour de nous 
sont des mouvements relatifs : car la terre^ qui nous parait en 
repos, possède un mouvement de rotation sur elle-même, et un 
mouvement de translation autour du soleil ; Ie soleil lui-même 
est emporté dans respace» en entratnant avec lui la terre et tout 
sou cortége de planètes. Mais on verra plus tard que^ dans la 
plupart des cas, il sera permis de considérer ces mouvements 
comme des mouvements absolus, c'est-a-dire de faire abstrac- 
tion du mouvement de la terre. 

4. ESPACE ET TEMPS. — ^La uotiou de mouvement résulte des 
deux notions élémentaires d*espace et de temps. Pour pouvoir 
apprécier un mouvement, il faut savoir mesurer Tespace par- 
couru et Ie temps employé a Ie parcourir. 

ft. TRAJECTOiRE.— Lorsqu'on parle du mouvement d'un 
corps^ on suppose souvent que ses dimensions se réduisent a 
un seul point qu'on appelle point matériel, et dans lequel 
serait condensée toute la matière qui Ie compose. Les positions 
suocessives du point forment alors daos l'espace une ligne con- 
tinue; car Ie mobile ne peut passer d'une position a une autre 
saus occuper toutes les positions intermédiaires. Cette ligne se 
nomme la trajectaire. Le mouvement est dit recHligne ou ctir- 
viligney selon que la trajectoire est une ligne droite ou une 
ligne courbe. 

La trajectoire est complétement délerminée, quand on 
connait ses équations rapportées a trois plans coordonnés. 
D'ailleurs les coordonnées d'un point quelconque de la courbe 
sont des longueurs évaluées en mètres^ et affeclées de signes 
convenables, suivantFusage de la geometrie analytique. 

O. DU TEMPS ET DE SA MESURE. — Lc temps ue SC défluit pas ; 
on dit que deux inlervalles de temps sont égaux, lorsque deux 
corps identiques, places dans les mémes circonslances , par- 
cour ent des espaces identiques pendant la durée de ces inter- 
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valles : deux, trois, quatre intervalles égaux et successife con« 
stituent un temps doublé, triple, quadruple, etc., de Tun 
d'eux. Le temps est donc une grandeur susceptible d'être 
mesurée a Taide d'une grandeur de même espèee, prise pour 
terme de comparaison. Nous n'avons pas a exposer ici cora- 
ment certains phénomènes astronomiques déterminent des 
intervalles successifs, égaux entre eux, qu*on appelle des jours; 
et comment, a Taide des horloges^ oa a réussi a partager ces 
intervalles en un grand nombre de parties égales. Qu^il nous 
suffise de dire que le jour a été subdivisé en 24 lieures, Theure 
en 60 minutes, la minute en 60 secondes : ainsi le jour vaut 
1440 minutes, ou 86400 secondes; Theure vaut 3600 secondes. 
7. üNiTÉ DE TEMPS , INSTANT iNiTiAL. — Ou prcud ordinairc- 
ment la seconde pour unité de temp$ dans les calcuis de la méca- 
nique. Le temps est alors le nombre de secondes comptées a 
partir d^un instant qu'on nomme Vinstant inüial : ce nombre 
est affecté du signe -f ou du signe -— , suivant que le temps 
dont il s'agit a suivi ou précédé Finstant initial. 

S. DftTBUllINATION DU MOUVEMENT d'uN POIKT.-*^Le mOUVe- 

ment d'un point matériel est complétement déterminé, lors- 
qu'on sait i® queUe est sa trajectoire, 2<> quelle est^ a un instant 
quelconque, sa position sur cette courbe. 

Si les équations de la courbe sont connues, il ftuffit, pour 
arriver k ce résultat, d'avoir une relation entre Tespacie par- 
couru k partir d'un point donné, et le temps employé è le par- 
courir. Si les équations de la courbe ne sont pas données a 
priorij il est nécessaire de connaitre les trois équations qui 
lient, a chaque instant, au temps r, les coordonnées o?, y, %, dü 
point mobile : on obtient ainsi, point par point, pour les 
diverses valeurs données a t^ les positions du mobile dans 
re8psM:e. 

•. RBMARQUE.*-^n étudie d'abord le mouvement en lui- 
méme, indépendamment des causes qui le produisent. Lors- 
qu'on connait bien les diverses circonstances qu'il peut pré- 
senter, les variations qu'il peut subir, on est plus apte a étu- 
dier son origine, et a reconnattre le róle que jouent les forces 
dans sa produetion et dans ses modiflcations successives. 



LÏVRE PREMIER, 

DU MOUVEMENT D'UN POINT 

GOMSIDÉRÉ GÉOM£TRIQU£ll£NT^ INDÉPENDAMVENT DE 8ES GAC8E8. 



CHAPITRE I. 

Dü MOUVEMENT UNIFORME D'ÜN POINT MATÉRIEL. 
Paograhmb : Mouvement uniforme. — Vitesse. 



lO. DÉFiNiTioN. — Le mouYement d'un point materiele sur 
une ligne droite ou courbe^ est dit uniforme , lorsque ce poini 
parcour l des e$pdce$ égaux en temps égaux, quelque petils 
que soient ces temps. Il résulte de cette définition que les espaces 
parcourus sont proportionnels aux temps employés d les par- 
courir. 

IL 1 . VITESSE. — La vitesse du mouvement uniforme est l' espace 
constant parcouru par le mobile pendant chaque unité de temps. 
Aiosi, dans un même mouvement^ la vitesse est d'autant 
plus grande que Tunité de temps est plus grande. Le nombre 
qui ld mesure est d^autant plus grand, que Tunité de longueur 
est plus petite. 

12. ÉQUATiON Dü MOUVEMENT. — Lc mouvew^nt uniforme 

d'un point sur une ligne indéfinie XY (fig. 4), peut étre repré^ 

^ senté par une équation du pre- 

^^^^ '^ * ^^ mier degré entre l'espace et le 

temps. En effet^ soit O V origine 

des espaces, c'eat-a-dire le point 

a partir duquel on compte les 

^'u ^. chemins parcourus : soient Moet 

M les positions du mobile a Tinstant initial et a Tépoque t : 
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posons OMo = So et OM = e. Désignons enfin par v la vitessc 
du mouvement; on voit imraédialement que Tespace e — e. 
est pareouru dans Ie temps t : donc on a, d'après la défl- 
nition^ 

z= -, d'ou e — «o = vL 

V 1 ' 

OU e =:Co + vt. (I) 

Telle est Téquation 'du mouvement uniforme : elle four- 

nit, a tout instant donnés Ia position du mobile sur sa tra- 

jectoire. 

fl3. GÉNÉRALiTÉ DE LA FORMULE. — Pour quo cetto formulo 

soit générale, il faut attribuer aux quantités qui y entrent des 

valeurs positives et des valeurs négatives. Après avoir fixé Ie 

sens positif des distances sur Ia courbe^ on donnera a Co Ie 

signe + OU Ie signe — , suivant que Ia disfanee de Torigine au 

point Mo sera comptée dans ce sens ou en sens contraire : de 

même Ia vitesse v sera positive ou négative, suivant qu'elle 

fera marcher Ie mobile dans Ie premier sens ou dans Ie second, 

a mesure que Ie temps s'écoule. On verra aisément que la 

valeur et Ie signe de e résulteront de ces conventions, dans 

tous les cas possibles. 

fl4. HOMOGÉNÉITÉ DE LA FORMULE. — II u'cst pas inutilc de 

faire observer que Téquation (i) est homogene, c'est-a-dire 
qu'elle subsiste, comme toutes les formules de la mécanique, 
quelles que soient les unités de longueur et de temps. En effet, 
e — 60 est une longueur dont la valeur numérique ne dépend 
que de Tunité de longueur; mais v dépend en oulre de Tunilé 
de temps. Si Ton prend d'abord une unité de longueur m fois 
plus grande, sans changer Tunité de temps, les nombres 

e — Co et t? seront remplacés par et — (no ii), et la 

formule subsistera évidemment entre les nouveaux nombres. 
Si Ton prend ensuite une unité de temps n fois plus grande, la 
vitesse devra être représentée parnr (n» ii), et Ie temps par 

-; leur produit sera donc nvX -, ou vt comme auparavant, 

ei la formule subsistera encore. 
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IS. PROPRISTÉS PU MOUVEMENT UlfIFORMB.— L'éqUatiOD (I) 

déinontre immédiatement que, dans tout mouvement uni- 
forme, i» i' espace parcouru pendant un iemps i, avec une 
vitesse \, s'obttent en muUiplianl la vilessepar Ie temps: 8» la 
vüesse s'oblient en dimsant Uespace parcouru par Ie temps 
employé a te parcourir: 3° Ie temps s'oblient en dwisantTespace 
par la vüesse. 

fltt. siMPLiFiGATiON DB LA FORMULB.— Si Ton preud pour ori- 
gine des espaces Ie point M. oü se trouve Ie mobile a i'origine 
du temps, on a e„ := o, et ia formule se reduit a 

e = Dl, (2) 

Ainsi Vespace parcouru est proportionnel au temps. 

%f. REPRÉSENT ATION 6RAPHIQUE DU MOUVEMENT UNIFORME.— 

Si 1'on considère les variables t et e comme les coordonnées 
d'un point rapporté a deux axes Oxes OT, OE (fig. 2), Téqua- 
tion (i), qui est du premier degré, représente une ligna 
droite AB inclinée sur Taxe des espaces. 
L'ordonnéeOIarorigine est la distance e». 
L'abscisse OG du point oü la droite ren* 
eontre Taxe OT, donne Tinstant óü Ie 
mobile passé a Torigine des espaces. Le 
coëfficiënt d'inclinaison de la droite sur 
FiG* 2. Taxe des espaces est la vitesse v du 

mouvement uniforme : cette vitesse est positivo ou négative^ 
et Ie mouvement est dtr^cl ou retrograde^ selon que la droite 
est inclinée dans un sens ou dans Tautre. 

IS. REMARQUE.— Cette construction est très-propre a don- 
ner une idéé nette du mouvement dont il s'agit : elle suppose 
que Ton a choisi la même longueur pour représenter Tunité 
de temps et Tunité d'espace. Si, pour construire la droite, on 
rapporté le temps et Tespace a des echelles différentes, cette 
droite a^ dans le plan, une toute autre posilion, et Yaa ne peut 
plus se rendre compte des circonstances du mouvement que 
par un calcul. Si Ton a pris, par exemple, une longueur de 
2 millimètres pour représenter la seconde, et une longueur de 
5 millimètres pour représenter le mètre, il faudra, pour avoir 
rinclinaison ou Ia vitesse Vy mesurer MP et PG en millimètres. 
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diviser MP par 5, et PG par % et prendre Ie rapport des deux 
quotients obtenus. 

19. PROBLEMË. — Le mode de représentation graphique du 
mouvement uniforme fait comprendre Tanalogie qui existe 
entre les questions que Ton peut proposer sur cette espèce de 
mouvement, et les problèmes que Ton résout sur la ligne droite, 
en geometrie analytique. Nous en donnerons un exemple : 

Vn point matériel M se meut uniformément sur une ligne 
connue : on donne ses positions d deux instants déterminés^ 
c'esl-a-dire qu^aux époques t^ et t, ses dislances a V origine des 
espaces sont e^et e^, et Von propose de trouver Véquxilion du 
mouvement. 

Cette équation est de la forme 

e = e. + vtj 
et Ton a^ pour déterminer e^ et v, les deux conditions^ 

6j = «o + ^^ .. c, = e, + vt^. 

Or, en appliquant, sans modiflcation, le procédé d'élimiBation 
qui permet d'obtenir V équation éPune droite passant par deux 
points donnés, on obtient successivemeut, par soustraction, 

e — e,zsv(t—t;)i e,— e,=v(t,— t,), 

et par suite e — c» = ?iZli? (t — t^) ; (3) 

c'est réquation cherchée. 



CHAPITRE II. 

DU MOUVEMENT VARIÉ D'UN POINT MATÉRIEL. 

pROGnAMME : Mouvement varié. — Vitesse ^ un moment donné ; comroent 
elle se détermine par Ie calcul ou par Ie tracé d'une tangente & one 
courbe, quand Tespace est une fonction donnée du temps. 



20. DÉFiNiTiON. — On dit que Ie mouveinent d'un point est 
varié, lorsqu'il n'est ni uniforme, ni composé de mouvements 
uniformes ayant des durées finies. 

Le mouvement est périodiquement uniforme, si certains 
espaces égaux sont parcourus en temps égaux , sans que la 
méme condition soit remptie pour les parties de ces mèmes 
espaces. Tels sont le mouvement de Taiguille d'une montre a 
secondes, le mouvement de marche d'un animal, etc. 

SI. ÉQüATioN DU MOUVEMENT. — Le mouvemeut varié d'un 
point sur sa trnjectoire est compiétement détermine, lors- 
qu'on counait, pour chaque instant, la relation qui existe entre 
la distance variable e de ce point a Torigine des espaces, et le 
temps correspondant t écoulé depuis un instant initial jusqu'au 
moment considéré. Nous supposerons d'abord que cette rela- 
tion soit traduite analytiquement par une équation donnée 

e = f (O, (I) 

qui sera Véqualion du mouvement. 

2*. DÉFINITION DE LA VITESSE ET DE SA DIRECTION.—On nc 

peut plus dire que, dans le mouvement varié, la vitesse, a un 
moment donné, est, comme dans le mouvement uniforme, 
Tespace que parcourt le mobile, a partir de eet instant, pen- 
dant Tunité de temps; car on ferait ainsi dépendre cette vitesse 
des variations ullérieures du mouvement, ce qui n'est pas 
admissible. Voici par quelles considérations on est arrivé a la 
définir. 




DU MOUVEMENT VARIÉ D'ÜN POINT MATÉRIEL. 9 

Soit M la position du mobile sur sa trajectoire (tig. 3), a 

répoqiie l; soit MM' = Ae Tespace 

qu'il parcoui t ensuite dans un temps 

A«; on peut supposer ce temps assez 

petit, pour que, pendant tont eet in- 

tervalle, Ie point matériel s'éloigne 

f"»»- 5. constamment du point M. Si Tespace 

êke 
Ae avait été décrit d'un mouvement uniforme, — eüt été la 

A{ 

Yitesse du mouvement (n» 15) : ce rapport représente doncla 

vitesse moyenne avec laquelle Tare MM' a été parcouru, ou la 

vitesse constante qu'il eüt fallu donner au mobile ponr lui faire 

parcourir uniformémenl Tarc MM' dans Ie temps A^ Si Ton 

suppose que Tintervalle At diminue indéfiniment, Ae décrott 

aussi sans limite : par suite, Ie rapport —- varie, sans cesser 

de représenter la vitesse moyenne, et il converge vers une 
limite déterminée, que nous appelons la vitesse du mobile au 
point M. 

Ainsi Ia vitesse du mobile, en un point donné de sa trajec- 
toire, est la lin)ite du rapport de Taccroissement de Tespace 
aTaccroissement du temps, lorsque ce dernier diminue jus- 
qu'a zéro, c'est-a-dire, la dérivée de respace considéré comme 
fonction du temps. Si Téquation du mouvement est 

e = f(ih W 

la vitesse v est (lonnée par la formule 

v=zf{t). (2) 

Le calcul des dérivées fournira donc Texpression analytique 
de la vitesse, toutesles fois que 1'équation du mouvement sera 
connue. 

La direction de la vitesse est celle de la tangente MT au 
point M. 

93. REMARQUE.— On arrivc a la même définition, en consi- 

dérant un inlervalle M assez court pour que le mouvement, 

pendant ce temps, puisse être regarde comme uniforme : car 

Ae 
alors on a Ae = vM, d'oix Ton tire ^ = tj- C'est dans ce sens 
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que Tou dit que Ia vtle^e Au moux^tmmt varii, d un instant 
donné, est Ie quotiënt de la division de l' espace infiniment petit 
par U temps infiniment petit employé ü Ie décrire. On peut 
encore dire que la yitesse du point materiele en un instant 
donné^ est la mteue du mouvement uniforme qui succiderait 
au mouvement varié, si^ a Finstant considéré, ce dernier cessait 
tout d coup de s'accélirer ou de se ralentir. 

94. REPRÉSENT ATION GRAPHIQUE DU MOUVEMENT ET DE LA 

viTESSE : GOURRB DES ESPAGEs. — Les principes de la geometrie 

analytique peionettent de représenter Ie mouyement varié et 

sa vitesse a Taide de conslruetions 

^ B graphiques. Car si Ton trace deux 

axesreetangulaires OT^ OE (flg. 4)^ on 

peut, en considérant les temps comme 

des abscisses, et les espaces comme 

des ordonnées, construire la courbe 

qui a pour équation 

^^^''' er=:f{t): (i) 

Soit AB celte courbe qu'il faut éviler avec soin de c(Hifondre 

avec la trajectoire. Les coordonnées MP et OP d'un point M 

représentent la distance du point mobile k Forigine des espaces 

et Ie temps qui s'est écoulédepuis Tinstant initial. La vitesse du 

mobile^ a Tépoque considérée, est Ie coëfficiënt d'inclinaison de 

la tangente d la courbe AB au point M; car on sait que ce 

coëfficiënt n'est autre que la dérivée f (t). Ainsi^ pour détermi- 

ner la vitesse, il sufflt de mener la tangente MV au point H, de 

prendre PP^ = 4, d'élever Vordonnée P''! jusqu'a la rencontre 

de la tangente, et de mener MK parallèle a Taxe OT ', on aura 

IK 
«> = ,7i7j OU r = IK, puisque MK = 4. 
MK 

Il faut, comme nous Tayons déja dit, supposer qu'on a repré- 
senté par lamême longueur les unités de temps et d'espace, si 
Ton yeut éviter tout calcul de transformation des longneurs 
mesurées. 

95. GAS ou l'ÉQUATIOR du mouvement n'EST PAS DONNKB. — 

Il arrive souvent que la relation entre les espaces et les temps, 
au Keu d'être fournie par une équation, n'est déflnie que par 
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des données expérimentales.Par exemple^ certains appareils^ a 
indicatioDS continue»^ décri vent eux-mêmes, mécaniquement^ 
la cQurbe des espace$. Dans ce cas^ Ie tracé de la tangente a la 
Gourbe en cbaque po|nt fait connaitre la viiesse a chaque instant. 
Dans d'autres cas^ les données se réduisent k une tabky qui 
renferme un certain nombre de valeurs correspondante^ de 
e et de t. Ces valeurs fournissent un même nombre de points 
de la Gourbe inconnue des espaces : et si ces points sont suffi- 
samment rapprochés^ on peut construire approximativement 
cette courbe et ses tangentes. Ou bien^ on peui^ en appliquant 
Tune des methodes ordinaires d'interpolation ^ déterminer 
réquation d'une courbe algébrique qui passé par les points 
donnéS; et que Ton substitue a Ia courbe des espaces : en calcu- 
lant Ia dérivée de Tordonnée de Ia courbe ainsi obtenue, on 
trouve encore la valeur approchée de la vitesse. 
; 96. EXEMPLE. — Quelles que soient les données qui aient 
servi a construire la courbe, la discussion de Tordonnée et de 
la tangente est très-propre a faire connaitre toutes les circon- 
stances du mouvement. Sans entrer dans les détails que néces- 
siterait cette discussion, et sur lesquels nous appelons Tatten- 
tion réflécbie des élèves, nous dirons seulement que Ie mouve- 
ment est direct ou a lieu dans Ie sens des espaces positifs, 
lorsque Ia valeur de Tordonnée augmente algébriquement, et 
qu'il est retrograde dans Ie cas contraire; que, dans Ie mouve* 
ment direct, la vitesse va en augmentant si la courbe tourne 
sa convexité vers la région inférieure du plan, et en diminuant 
si la convexité est tournee vers la région supérieure, et que Ie 
résultat est inverse dans Ie mouvement retrograde. 
Soit par exemple (flg»5), AIBC..., la courbe qui représente Ie 

mouvement d'un point ma- 
tériel sur sa trajectoire; ce 
point passé a Torigine des 
espaces, avant Tinstant ini- 
tial, a une époque repré- 
sentée par OA ; son mouve- 
ment est direct, et sa vitesse 
diminue. A Forigine des temps^ il est a une distance 01 de 
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Torigine des espaces. Au bont du temps 0^ la vitesse s'est 
annulée; elle deyient alors négatiye,et croU en \aleur absolue 
jusqu'a répoque représentée par 08 : Ie mouvement est retro- 
grade^ et va s'accélérant; a ce moment, la vitesse a atteint son 
ma:ximum^ et Ie mobile est revenu a Torigine des espaces. Le 
mouvement retrograde continue avee une vitesse décroissante 
jusqn'a Tépoque Otj : il redevient alors direct^ et la vitesse, 
nulle un instant, prend des valeurs positives croissantes. Le 
mobile^ dans cette nouvelle période^ passé par Torigine pour 
la troisième fois, a Tépoque OC : la vitesse atteint son maxi- 
mum a répoque 0/„ puis le mouvement direct se perpétuc 
avec une vitesse décroissante. etc. 

2f. EXERCiCES.— On appliquera les considérations précé- 
dentes aux exemples suivants : 

10 <• = / — -; 

2«> <f = 8 sin « i; 

30 table : 
t=zO* i* 2» 3» 4» ^« 6« 7» S» 9» \0* 11» 12 
^=+1+0,3-0,5-0,9 -0,2+0,8+1,4+2,1 +2,3+2+1,5+1,2+0,5 

SS. PROBLÈME.— Pour moulrcr Tapplication des définitions 
précédenles, nous résoudrons le problème suivant : 

Un point matériel se meut uniformément sur un cercle O de 
rayon r, avec une vitesse donnée a (flg. 6) : on projette cha- 
cune de ses positions sur Tun des diamètresAB du eerde; et 
considërant la projection comme un point 
mobile, on propose de trouver les circon- 
slances de son raouvemenl. 

Prenons pour instant initial le moment 
oü le point matériel passé en A : et soit M sa 
position a Tépoque L L'espace parcouru par 
F'6 6. la projection est AP ; désignons-le par c. 

Ona : AP = 0A~ OP=r — rcosAOM. 

Or rare AM est parcouru dans le temps t avec la vitesse con- 
stante a ; donc are AM = at. 
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et l'angle AOM a pour mesure —. Substituanl cette yaleur, il 

vient : e = r — r cos — . (3) 

r 

C'est réqiiation du mouvement. Pour avoir la vitesse, on 
prend la dérivée de e, et Ton a : 

, at ^. a .at ... 

D = r sm — X - ou 1? = a sni — . (4) 

r r r 

On reconnait aisément, par la discussion de ces formules, 

que la vitesse v, nulle au départ, augmente; qu'elle atleint son 

maximum a, lorsque —=5^ c'est-a-dire, lorsyue t = --, ou 

lorsquee = r; qu'ensuite elle diminue en repassant par les 
mêmes valeurs dans Tordre inverse, etqu'elle redevient nulle, 

lorsque — = tc, ou lorsque <= — , c'est-a-dire, lorsque e=^r. 

A partir de ce moment, la vitesse devient négative, et reprend, 
au signe prés, les mêmes valeurs, tandis que Tespace e diminue 
jusqu'a zéro. Ainsi la projection P va de A en O avec une 
vitesse croissante, de O en B avec une vitesse décroissante; 
puis elle revient de B en A avec les mêmes vitesses variable.^, 
et ainsi de suite. Son mouvement est périodiquement uni- 

TCT 

forme, et la durée de la période est — . 

Onarriverait aux mêmes conséquences en construisant et en 
discutant la courbe des espaces représentée par Téquation (3). 



CHAPITRE IlI. 

DU MOUVEMENT UNIFORMÉMENT VAR1É D*UN POINT MATÉRIEL. 

Progiamhe : Mouvement unifonnémont varié. — La vitesse s^sGcroH de 
quaDÜtés proportionnelles aux lemps écoulés. — LVxpérience sur la 
chute des corps dans Ie vide en foumit un exemple.— Yaleur de Faocélé- 
ration g dans 6e cas. 



§ I. PropriéUs du mouvement unifarmément vartV. 
DÉFiNiTiONS. — On dit que Ie mouyement d'un point 
matéiïel sur une ligne droiie au courbe est umformiment 
variéy ]orsque la vitesse croit au dicroit de quantitésproporiiam- 
nellesaux temps écoulés. 

Il est uniformément accé{ere quand Ia vitesse augmenU, urn- 
formément retardé dans Ie cas contraire. 

30. VITESSE DU MOUVEMENT^ ÉQUATiON DU MOUVEMENT.— 

Désignons par d. la vitesse initiale, c'est-a-dire Ia vitesse du 
mobile a Torigine du temps, et par v Ia vitesse au bout du 
temps t; soit^ en outre, y la variation de la vitesse en une 
seconde. La variation^ pendant Ie temps t, est y^ Si donc Ie 
mouvement est accéléré, on a, 

V — Vo =^1 OU v=zVo + yt; 

et si Ie mouvement est retardé^ on a, 

Vo—v=zyt OU tJ = Vo — yL 

Ces deux formules se réduisent a une seule^ 

v=v. + yt, . (4) 
si Ton convient de donner a y Ie signe + dans Ie premier cas, 
Ie signe ^ dans Ie second. 

31. REMARQUE. — ^Nous supposous, daus ce qur précède, que 
les vitesses v. et v sont positives; mais il estfacile de voir, que 
la formule (1) est, dans tous les cas, la formule du mouvement 
uniformément varié; que ce mouvement est accéléré^ quand 
v.et Y sont de même signe : que, si v. et y sont de signes con- 
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traires, Ie mouvement est retardé jusqu'a ce que Ton ait 
Vo + Y<= o, d'oü t=Z' — -°; et qu'a partir de ce moment^ il 

devient accéléré^ en changeant de sens. 

SS. AGGÉLÉRATioN.— La quauUté constante y, qui mesure la 
variation de la vitesse pendant Tunité de temps^ se norame 
Vaccélération; c'est une longueur, comme i?o et v, qui dépend^ 
comme elles^ des deux uniiés. Les divers mouvements unifor- 
mément variés se distinguent les uns des autres par la gran- 
deur et par Ie signe de raccélération. 

SS. BXPRjfösioH DB l'espacb parcocrü.— -On peut déduire de 
la formule (i) Fexpression de Fespace parcouru dans ce mou- 
vement> en fonction du temps. Car la vitesse étant la dérivée 
de Tespace (n» 23), il sufflt de remonter k la fonction dont 
«.+ yt est la dérivée^ ce qui donne 

e — eo + vJ + {yt'; (2) 
Bo est la constante qu*amène toute opération de cette nature : 
elle représente ici la distance du mobile a Forigine des espaces^ 
au moment o\xt=o. Ainsi, dans tout mouvement uniforme- 
ment varié, l' espace parcouru est une fonction du second degrê 
du temps employé a leparcourir. 

S4. RÉCIPROQUE.— Si Ie chemin parcouru est une fonction 
du second degré du temps, Ie mouvement est uniformément 
varié. Car, si Ton a, 

e=za + bt + ct^, 
on trouve pour la vitesse, en prenant la dérivée, 

formule qui exprime que la vitesse varie proportionneliement 
au temps. 

SC L'équation {% renfermant trois constantes «», Vo, y, il 
sufflt de connaitre trois positions du mobile sur sa trajectoire 
donnée, pourdéterminer son mouvement. 

S9. HOMOGÉNÉiTÉ DES FORMULES.— Ccs formulcs sout homo- 
gènes. On voit d'abord aisément qu'elles sont indépendantes de 
1'unité de longueur : car si Ton prend une unité n fois plus 
grande, les nombres Vo, v, y, «o, e, doivent étre remplacés par 
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-,-,-,—,-, et les formules subsistent avec ces noaveaux 
n n n n n 

nombres. Pour prouver qu^elles ne dépendent pas de Tunité 

de tempSy il faut remarquer que^ si Ton prend une unité n 

fois plus grande, !<> la temps est représenté par Ie nombre 

n fois plus petit - ; 2© une vitesse étant Ie rapport ~ d*un es- 
pace a un tempS; son dénominateur devient n fois pluspetit, et 
par suite les vitesses t)», v doivent ètre remplacées parnt?., nv; 
3o quant a Taccélération -{, qui est la vitesse acquise en une se- 
conde, ou^ si Ton veut, Ie rapport de la vitesse acquise en t secon- 
des au temps ( employé a Tacquérir, son numérateur doit êlre 
multiplié par n, puisque c'est une vitesse, et son dénominateur 
doit êlre divisé par n, puisque Tunité de temps est n fois plus 
grande. Sa valeur primitive doit donc ètre, en déflnitive, mul- 
tipliée par n^ c'est-a-dire être remplacée par n^. En opérant 
ces changements dansles formules (1) et (2)> elles deviennent 

t 
nv = nVo + n*Y -, oii r = Vo + y^.- 

t t^ 

e=eo + wVo - + 4 n*Y — , ou e = «o + vj + ^ ^l*; 

elles ne dépendent donc pas du rapport n des unités de temps. 
37. siMPLiFiGATiQN DES FORMULES. — Lcs deux formules (1) 
et (2), dont chacune représente Ie mouvement uniformément 
varié, peuvent se simplifier. Si Ton compte Ie temps a partir 
du moment oü la vitesse est nuUe, la formule (i) devient : 

v=tt; (3) 

et si^ en outre, on compte les espaces a partir du point oü se 
trouve alors Ie mobile, la formule (2) se reduit è 

Ainsi les vitesses sont proportionnelles aux temps écoulés, et 
les espaces parcourus aux carrés de ces temps. 

3S. GOROLLAiRE.— La formulc (4), pour {=1, donne Y=Se : 
donc Vaccéléraiion est Ie doublé de Vespace parcouru dam la 
première seconde, quand Ie mobile part du repos. 

39. THÉORÈME. — Le mouvement uniformément varié jouit 
de la propriété suivante : Le chemin parcouru pendant un 
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certain temps, a partir de la posiiion initiale du mobile, est Ie 
même que si ce mobile eüt ité animé pendant ce temps d'une 
vitesse constante ^ egale a la moyenne arithmétique entre la 
vitesse initiale et la vitesse finale. 
En effet Ia formule (2) peut s'écrire sous la forme survanie : 

t «•+!!. 

OU ^-^• = M 2 + '^~|' 

Or Vo + ft = V, 

donc e — e. = t]^^~\. (5) C. O.F. D. 

40. REPRÉSENTATJON GRAPHIQUE DU MOUVEMENT ; GOURBE ÜES 

ESPAGES.— La courbe des espaces , donnée par Téqualion du 
second degré, e = Co + t?.t + J yt^, (2) 

représente une parabole dont Taxe est parallèle a Taxe des 
espaces^ et dont la concavité est tournee vers Ie haut ou yers 
Ie bas^ selon que y est positive ou négative. La construction 
de cette courbe, qui n'offre aucune difüculté^ fera connattre 
les circonstances du mouvement^ et Ie coëfficiënt d'inclinaison 
de la tangente en chaque point donnera la vitesse du mobile a 
répoque correspondante. 

41. GOURBE DES viTESSES. — Ou pcut aussi construircla courbe 
des vilesseSy c'est-a-dire la ligne représentée par l'équation 

v=Vo + yt, (1) 
en prenant les temps pour abscisses et les vitesses pour 
ordonnées. Cette ligne est une droite inclinée sur Taxe des 
temps : sou coëfficiënt d'inclinaison est la valeur de Taccélé- 
ration ; elle coupe Taxe des vitesses en un point qui donne la 
vitesse initiale; elle coupe Taxe des temps en un point qui 
fournit Ie moment oü la vitesse est nulle, et oü Ie mouvement 
change de sens. 

§ IL Application au mouvement vertical des corps pesants 
dans Ie vide. 

43. VALEUR DE L^AGGÉLÉRATION DANS LA GHUTE DES GORPS.— - 

L'expérienceadémontrc que Ie mouvement d'un corps pesant^ 

2 
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qui tombe dans Ie vide> est uniforinément accéléró. L'aooélé* 
ratioD t est la möme pour tous les corps, dans 1$ méme Ueu ; oa 
la représente ordinairement par la lettre g^ première lettre du 
mot gravité : a Paris^ on a trouyé 

g zs: 9», 8088. 
Ainsi un corps pesant, partant^ sans vitesse initiale^ acquiert 
une \itesse de 9""^ 8088 dans la première seconde de sa chute 
dans Ie \ide ; il parcourt par conséquent, dans celte seconde^ 
la moitié de eet espace, c'est-a-dire 4», 9044. 

4S. ÉQUATIONS DU MOUYBMEIIT DANS LA GHCTE DES CORPS.—Si 

Ton désigne par v la vitesse acquise au bout du temps t, et 
par h la hauteur de laquelle Ie mobile est tombe pendant ce 
tempSy les équations du mouyement sont (n» 37) : 

(6) v=ffl, A=4y(^_ (7) 

On en tire, en éliminant t, v = V^gh. (8) 

On dit que %> est to mteue due è la hauteur b. 

44. Plus généralement, si Ie mobile est animé d'une 
vitesse initiale v», les équations sont : 

(9) v = Vo + gt, h = vj + { gi", (10) 

d'oü, en éliminant t, r' — to* = 2 gh. (11) 

45. PROBLÉMES ÉLÉMETO'AiRES. — Si Tou douuc uue quelcon- 
que des trois quantités t, A, v, les formules (6), (7), (8), four- 
nissent les valeurs des deux autres. On obtient ainsi immédia- 
lement les soluiions des trois problèmes élémentaires sur Ia 
chute des corps, et dont yoici les énoncés. 

1» Connaissant la durée de la chute, calculer Tespace par- 
couru et la yitesse acquise, on a : 

h = \g(*, v= gt 

2» Connaissant la hauteur d'oü Ie mobile est tombe, calculer 
la durée de la chute el la yitesse acquise, on a : 

3» Connaissant la yitesse acquise k la fin de la cbute, cal- 
culer la durée et la hauteur de la chute, on a : 

9 ^9 



MOUVEMENT UNIFORM. VARIÉDTJN POINT MATÉRIEL. 19 

49. ADTRES MOBuÈMES.— GoimneapplicationdecesfQrmuleSj 
nous résoudroiis les problèmes suivants : 

i» Un c^Mrps, tombani Ie long de la verticale Ox (fig. 7)j a 
parcQuru la longumr donnée AB = A en un tempe 
donné 0; on demande de quel point il e$t parti ians 
viteese initiale? 

a\ Soit O Ie poiat de départ : posons 0A=: x, et dési- 
gnons par t Ie temps inconnu pendant lequcl Ie corps 
est tombe du point O au point A ; nous aurons : 

x^^gt', x + h = ^-g(t + ^)^; 

on tire de la^ par soustraction^ 

par suite, t=__^. 

Substituant cette ^aleur de t, dans Texpression d'x, il Yient : 

Pour que Ie proUème soit possible, il faut que t soit positif, ce 
qui exige que Ton ait : A > ^ ; condition éyidente a priori. 

4k7. 2o Deux corps -pesants C, G^> tombenty Vun de A, 
tautre de B, avec desvitesses initiales données y.> y^; Ie premier 
part O secondes avant l'autre; ladistanceAB est donnée egale 
ah. On demande en quel point ei d quel moment ils se rencon- 
treront (&g. 7)? 

Soient R Ie point de rencontre, x ladistance BR, et t Ie temps 
qui s'écoule pendant la chutQ de G^. Lesóquations sont : 

h + x = v4^ + l) + U{^ + l)\ 

X = v^t + \ gt*. 

La floostraction donna : ft =: »oO + (»• — dJ ( + i j («• + i dl), 

En substituant cette yaleur de I dans Texpression d'x, on aura 
la distance cherchée. Il sera utile de discuter les formules, et 
d'en conclure les conditionsdepossibilité du problème. 
48. 3o Nous indiquerons encore Ténoncé du problème 
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sufyant : Deux corps pesanU partent J^un méme point O é des 
époques di/férentes et données, sans vitesses initiales; on 
demande d quel moment ils seront siparis l'un de fautre par 
une distance donnie, et quels chemins tb auront parcourtis 
dans leur chuteF 

49. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT ASCENSIONNEL DEB CORPS PESANTS. 

— Lorsqu'un corps pesant est lancé yerticalement de bas en 
haut dans Ie vide^ avec une yitesse initiale v., Texpérience 
démontre que son inouYemenl est d*abord uniformément 
retardé^ et que la yaleur de raccélération est la méme» au 
signc près^ que dans Ie mouvement de haut en bas. 

Par conséquent, si Ton prend comme positif Ie sens du mou- 
vement ascensionnel, les équations, dans ce cas, seront : 
(12) v=:v. — gt, h = vj — {gt*; (13) 

d'oü, en élinHnant <, v* — v,« = — 2 gh. (14) 

ftO. PROPRiÉTÉs DE CB MOUVEMENT. — i» D'après la for- 
mule (12), la vitesse v diminue, et elle devient nulle lorsque 

( = -^ (15). Pendant cette première période^ Ia hauteur h aug- 

mente et atteint sa valeur maximum : cette valeur s'obtient en 

remplayant t par - dans la formule (i3), et Ton trouve ainsi ; 

5» 

A = ^'. (16) 

C'est Ia hauteur due a la vitesse v.. Eu comparant cette for- 
mule avec la formule (8), on reconnatt que cette hauteur est 
celle de laquelle il faudrent laisser tomber Ie corps, sans vitesse 
initiale, pour lui faire acquérir, dia fin de sa chute, la vitesse Vo. 
2o A partir de ce moment, la vitesse v devient négative : Ie 
corps redescend d'un mouvement uniformément accéléré, et 

lorsque i? = — v., on a i = 2 ~ (17), et par suile, h=zo. Le 

mobile met donc d descendre Ie m4me temps qu'a monter. 
3» En résolvant l'équation (13) par rapport a t, on a : 
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et substituant cetle valeur dans la formule (12), on trouve : 

v = ± |/t?o* — 2(/ft. (19) 

Ainsi Ie mobile passé deux fois par Ie même point situé a une 
même distance h du point de départ (pourvu que Ton ait 

A < ^ I, une première fois en montant. une seconde fois en 
2 ff/ 

descendant. Les instants des passages sont égdlement distants 

du moment oü la hauteur est maximum, et les vitesses en ce 

point sont égales et designe contraire. 

4fi Enfin, comme Ie corps emploie Ie même temps -^ a par- 
courir la longucur totale ^ dans les deux sens, et qu'il emploie 

aussi ie même temps — — a passer d'une position 

donnée au point Ie plus haut et a revenir du point Ie plus haut 
ala position donnée, on en conclut qu'tl emploie encore'un 
même temps a passer du point de départ a la position donnée^ 
et d revenir de cette position au point de départ. 

ftl. PROBLÈME. — Comme application^ nous résoudrons Ie 
problème suivant : Une bombey lancée verticalement de bas en 
hauty est revenm au point de départ au bout de O secondes ; on 
demande (en faisant abstraction de la résistance de Tair) quelle 
étaitsa vitesse initiale, et a quelle hauteur elle s'est tlevéeF 

La formule (17) nous donne 

c'est la vitesse initiale. En substituant cette valeur dans la for- 
mule (16), il vient: 

h = lg^\ 
c'est la bauteur cberchée. 



CHAPITRE IV. 

DE L'ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT RECTILIGNE VARIÉ. 

PBOGiAMiK: De raceéléntioB daiM Ie moavemenl reettligae vtrié eD 
général, quand la vitesse esi doouée, en fondioa dn lenps, par une 

équatioB ou par une coarbe. 



59. Jusqu'a présent^ nous avons supposé que la trajectoire 
du point inatériel était une courbe quelconque. Nous admet- 
trons, dans ce qui ya suivre, que Ie mouvement est rectiligne^ 
afin de séparer les difflcultés^ et nous donnerons a la notion 
d'accélération une extension analogue a celle qui a généralisé 
la notion de vitesse (n» 22). 

53. DÉFINITION DB L'AGCÉLÉIIATtON DANS LE MOUVEMENT VARIÉ 

RECTILIGNE. — Soit V la vitesse du mobile^ au bout du temps I, 
sur sa trajectoire rectiligne : désignons par Av la variation 
positive ou négative de cette vitesse pendant Ie temps \t, en 
supposant ce temps assez court^ pour que la vitesse n'ait pas 
cessé de varier dans Ie même sens^ pendant tout eet intervalle. 

Si Ie mouvement était uniformément varié^ on sait que -- 

représenterait raccéiération constante de ce mouvement 
(no 30) ; ce rapport est donc une sorte d'accéliration moyenne. 
Lorsque M décrott indéflniment^ il en est de même de Av ; et 
Ie rapport variant^ sans cesser de représenter Taccélération 
moyenne, converge vers une limite déterminée; c*est cette 
limite que Ton nemme Taecélération au bout du temps t 

Ainsi Vaccélération d'un point matériel, qui 5e tneut en ligne 
droite, est, a un instant donné, la limite du rapport de la 
variation de la vite*e a Faccroissement du temps^ c'est-a-dire, 
la dérivée de la vitesse considérée comme fonction du temps. 



j 
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ft4l. EIPHSSSION ANALYTIQUE DB l' ACCÉLÉRATION. —Si Tespace 

parcouru est représenté par la formule 

e = ^W, (1) 

on sait que la vitesse est fournie par la première dérivée 

et Ton volt que raccéléralion; déri\ée de la vilesse, sera la 
deuxième dérivée de Tespace, ou 

Y=r(o- (3) 

Ainsi toutes les fois que Ton connaltra Fexpression analytique 
de Tespace ou de la vitesse en fonction du temps on saura 
trouver, par Ie calcul des dérivées, celle de Taccélératioo. 
Par exemple, dans Ie problème du n» 28, oü la vitesse est 

V = a sin — , Taccéléralion est 
r 

at a a} at ^ 

Y = a cos ~ X -• ou Y = - cos — . 

« r r * r r 

ftS. KEMARQUK.— Si Tintervalle ^t est assez court, pour 

qu*on puisse regarder Ie mouvement pendant ce temps comme 

uniformément varié, on aura (no 30) : 

At? 
Av = vAr, d'oü y = rr- 

Cest ceque Toti exprime en disant que Vaccélératioriy dans un 
mouvement varié rettiligne, k un instant donné, est fe qtw- 
tient de la division de la variation infiniment peiite de la vitesse 
I d ce moment par Ie temps infiniment petit employé d produire 

cette variation. 

56. NATüHE DE l'accélération.— L^accélératiou y est une 
longueur, comme la vitesse, dépendant a la fois de Tunité 
d'espace et de Tunité de temps. Lorsque Tunité de temps 
devient n fois plus grande, Ad et A^doivent être remplacés par 

> nAv et - (no 36); donc Taccélération est mesurée par un 



* 



nombre n* fois plus grand. 

L'accélération peut être positivo ou négalive. Le mouvement 
est acciUré quand la vitesse et Taccélération sont de même 
signe, reterdé quand elles sont designe contraire. 

5y . REPRÉSET9TATI0N GRAPHIQÜE DE L'ACCÉLÉRATION.— On pCul 
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aussi^ a Taidede constructions graphiques^ repiésenter Taccé- 
lération d'un mouYement yarié quelconque. Si Téquation des 
vitesses v = f^(i) est donnée^ on tracera la courbe représentée 
parcette équation, en prenant les temps pour abscisses et les 
vitesses pour ordonnées. Le coëfficiënt d'inclinaison de la tan- 
gente a cette courbe en chaque poiut sera Taccélération du 
mobile a Tinstant correspondant : on Tobtiendra par une 
conslruction et un calcnl identiques a ceux qui ont senri pour 
déterminer la \itesse (n^ 24) au moyen de la courbe des espaces. 

Si la formule de la vitesse n'est pas connue, et si Ton ne 
donne qu'une table renfermant un certain nombre de Taleurs 
correspondantesdes temps et des espaces^ on devra commencer 
par construire la courbe des espaces (n» 25); puis on s'en ser- 
yira pour déterminer les vitesses aux mémes époques (m 24); 
on construira alors^ a Taidede ces nouvelles données^ la courbe 
des vitesses^ laquelle fournira, a son tour^ par une construction 
analogue, les valeurs cherchées de Taccélération. 

S8. EXEMPLE.— Si; par exemple^ ia courbe des vitesses est 
représentée (Qg. 5^ p. ii) par la ligne AIBC«...;On reconnait 
aisément, qu'a Tépoque t = — OA^ la vitesse est nuUe^et Taccé- 
lération positive a une valeur assez grande; que la vitesse va 
d'abord en croissant^ tandis que Taccélérationdiminue; qu'a 
Torigine du temps^ le mouvement est encore accéléré et direct; 
qu'a répoque Ot, la vitesse est maximum et Taccélération nulle; 
qu'a partir dece moment, la vitesse décroissant et Taccélération 
devenant négati ve , le mouvement est retardé quoique toujours 
direct ; qu'a l'époque t =z OB^ la vitesse est nulle de nouveau^ 
tandis que Taccélération atteint son maximum en valeur abso- 
lue ; qu'ainsi le mouvement redevient accéléré^ mais retro- 
grade; qu'a répoque 0^,, l'accélération devenant nulle et la 
vitesse maximum^ Ie mouvement retrograde cesse d'ètre accé- 
léré ; qu'a Tépoque t z=z OC, la vitesse est nulle pour la troi- 
sième fois^ et le mouvement redevient accéléré et direct; que 
Taccélération continue a augmenter jusqu'a Tépoque Ol^, oü 
elle atteint son maximum ; qu'enfin^ a partir de ce moment, 
Taccélération diminue^ sans que le mouvement cesse d'être 
accéléré et direct. 
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&•. DÉTERVINATION ANALYTIQUE DES VITES8ES A I^'AIDE DES 
ACCÉLÉRATIONS^ ET DES ESPAGES A l'AIDE DES YITESSES. — LorSque 

réquation ez=:f(t) {\), qui lie les espaces aux lemps^ est 
connue^ les régies du calcul des dériyées permeUeni^ dans tous 
les cas^ de trouver les formules (2) et (3) qui fournissent les 
expressious analjtiques de la vitesse et de raccélération. Mais 
Ie problème inverse, qui consiste; k revenir de i'expression 
connue deraccélération a celle de la \itesse, et de cette dernière 
a celle de Tespace parcouru^ est souvent insoluble ; ou bien les 
methodes ordinaires conduisent a des calculs trop compllqués 
pour que leur emploi puisse être avantageux. Ces methodes 
d'ailleurs ne sauraient être d'aucun usage^ lorsqu'au lieu 
d'avoir une équation^ = ? (O entre Ie temps et laccélération^ 
on ne possëde qu'une table contenant un certain nombre de 
Taleurscorrespondantes de ces deux variables. 

On pourrait, il est vrai, dans ce dernier cas, oü (n + i) 
systèmes de valeurs de y et de t sont donnés, calculer^ a l'aide 
des formules dlnterpolation^ la fonction entière et de degré n, 
qui est vérifiée par ces systèmes^ et substituer cette fonction 
a la relation inconnue entre y et t. On aurait ainsi, par 
exemple^ 

f = al'' + fcr-» + ci"-^ + + kl + l; (4) 

et alors lé calcul inverse des dérivées donnerait immédiate- 
ment : 

« bc 

<■"' + i—rr^f"' + 7 — TT- <• + ... 



(n+l){n+2) n(tt+l) (n-i)n . ... 

k l '' ^' 

Vo et f. étant la vitesse initiale et Tespace parcouru a Torigine 
du temps^ quantités supposées connuesa Tavance. 

Mais on sait combien les formules d'interpolation sont fasti- 
dieuses a appliquer ; et il reste utile de connaitre une methode 
graphique qui permette de suppleer avec avanlage a rinsufil- 
sance de Tanalyse^ oü a la longueur des calculs. Cette mélhod^ 
repose sur Ie lemme suivant. 
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LBMME.—Si Ton rapporte k des axes reclangulaires 

Oa?, Oy (flg. 8), la courbe que représente 

"*• réquation y=zf{x), et si Ton construit 



!^ 



P l\ 



les ordonnées AB = yo el MP =y, cor- 
respondantes a une abscisse donnée 
OA = Xo et a une abscisse quelconcjiie 
OP = X, Vaire du trapize mixtiligne 
Fjg, 8. ABMP compris entre la courbe, Vaxe des 

abseisses ei les ordonnées y^ et y, a pour dirivée Vordontiée 

extreme y, considérie comme fonclion d'x. 
En effet, lorsque Tabscisse x augmente d'une quantité 

PPj = Aj?, Tordonnée y varie d'une quantité KM, = Ay, et 

raire <t crott d'une quantité PMM,P, = A». La dérivée de Taire 

Aff 
estdonc la limife du rapport — , quand A^ converge yerazéro. 

Or on peut supposer Ar assez petit, pour qu'en passant de la 
position MP a la position M,P^, Tordonnée n'ait pas cessé de 
crottre ou de décroitre. Par suite Faire Aor est comprise entre 

les rectangles yAr et (y + Ay) Aa?, et Ie rapport -— est com- 

Aj? 

pris entre y et y + Ay. Comme ces deux limites se réduisenl 

A<y 
a y quand Aar = o, il en résulte que lim. t- =:y : ce qu'il 

fallait démontrer. 

Hl . REMARQUB. — Ou arrivc au méme résultat^ en remarquant 
que Ie trapèze élémentaire PMM,P, = Aor se compose du rec- 
tangle PMKP, = y^x et du triangle MKM, = J Aa'Ay ; mais ce 
triangle, ayant ses deux dimensions infiniraent petites, peut 
être négligé vis-a-vis du rectangle : on a donc Ad =yAa? ; d'oü 

Ton déduit : y == — . 

iiiT- 
69. DÉTERMINATION ClRAPHIQUE BES YITESSES AU MOTEN BÉS 

ACCÉLÉRATI0N8.— Uapplication de ce lemme est fadle a cotn- 
prendre. Si la courbe BM est la courbedes aecHiralions, c*est- 
ff-dire une courbe ayant pour abseisses. les temps et pour 
otdonnéesles accélérations, AB étant une accélératioii initiale, 
et MP étant Taccélération a Tépoqne t, Faire ABMP de cette 



ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEM. RECT. VARIÉ. 47 

courbe, et la Titesse i> k Tépoque <, auront toutes deux pour 
dériyée la valeur de raccélération a eet instant : elles ne 
différeront donc que par une constante, et Ton aura : 

V = aire ABMP + const. 
Cette constante est évidemment arbitraire, a j^rt'ort, puisque 
la dériyée de Taire reste la même, quelle que soit la position 
de Tordonnée initiale AB; pour la déterminer, il faudra con^ 
naitre une valeur particuliere de la yitesse, par exemple, cellje 
qui correspond au temps OA. Si Vo est cette valeur, on devra 
avoir, ila fois, v =: Vo, et aire ABMP = o, d'oü Ton conclut : 
const. = Vo ; et la formule complétement déterniinée est : 

1? = Vo + aire ABMP. (7) 
Ainsi, pour évaluer les valeurs de la vitesse a différentes 
epoques, ilsufflra deconstruire la courbe des accélirattons et de 
mesurer les aires correspondantes i ces époques. 
•S. REMABQUE. — ^11 uest pas inutile de faire obser\'er, que 
si la courbe BM coupe Taxe des temps 
(flg. 9), de sorte que les ordonnées 
extrêmes AB et MP soient de signe 
contraire» I'aire piacée au-dessous de 
l'axe devra être regardée comme 
négative, et Ton aura dans ce cas, 
pour ex[a*ession de la vitesse a l'épo- 
que-t, 

tj = Vo + aire ABC — aire CMP. (8) 
Car la vitesse, a Tépoque OC, est, d'après ce quiprécède, 
Vo + aire ABC. A partir de ce moment, Faccélération devenant 
négaUve, diminue la vitesse d'une quantité variable, qui, a 
I'époque I, est mesurée, d'après les mêmes considérations, par 
Faire CMP. La vitesse finale est donc bien mesurée par la for- 
mule (8)^ et pour la grandeur et pour Ie signe. 

#41. DÉTERMINATION DES ESPACES AU MOYEN DES VITESSES.— Dc 

menie, si la courbe BM(fig. 8) représente la courbe des vitesses, 
construite, soit directement a Taide de son équation, soit indi- 
rectement k Taide de celle des accélérations et de la formule 
(8), Taire ABMP et Tespace e parcouru a Fépoque t auront tous 
deux la mème dérivée, c'est-è-dire, la vitesse a eet instant : 



y 
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donc ils ne diffèreront que par une coostante, et Ton aura : 

e = aire ABMP + const. 
D'ailleurs cette constante sera déterminée si Ton connait une 
valeur particuliere de e, par exemple^ celle qui correspond au 
temps OA. Soit e. cette iraleur^ on aura : 

e = c. + aire ABMP. (9) 
Ainsi les aires de la courbe des vitesses fourniront les espaces 
parcourus par Ie point matérieL 

II n'est pas nécessaire d'ajouter que^ si la courbe coupe l'axe 
des temps (fig. 9), on deyra regarder comme négatifs les 
espaces mesurés par les aires situées au-dessous de Taxe^ et 
prendre la formule 

e = ^o + aire ABC — aire CMP. (40) 

•ft. HÉTHODKS m QUADRATURB APPROXIMATIVE.— Il résulte 

desdé\eloppementsqai precedent» que la recherche des espaces 
a Taide des vitesses, et celle des \itesses a Taide des accéléra- 
tions» sont des problèmes de même espèce dont la solution 
dépend d'une quadralure. Nous n'aurions pas résolu complé- 
tement cette question, si nous nlndiquions maintenant d'une 
maniere succincte quelques-uns des procédés simples et ra- 
pides que Ton emploie pour obtenir cette quadrature avec une 
approximation sufflsante. 

6#. METHODE DE M. PONGELET. — Parmi Ics méthodcs 
en usage, nous choisirons d'abord Tune des plus élégantes 
et des plus faciles a comprendre ; elle est due a M. Poi^ce- 

LET. Soit BoBj... B^ la 
courbe don ton yeutéva- 
luer Taire A^B^B^A,, 
(flg. 10), et supposons 
d'abord qu'elle soit, en 
chaque point, concave 
versTaxe Ox. Admet- 
tons que la distance 
A^A,, ait été partagée 
en un nombre pan* 2 n de parties égales : soit e Tune des divi- 
sions. Élevonsauxpointsdedivisionles ordonnéesVi, y„... y^^ ; 
joignons les extrémités B^Bj des deux premières, et les extré- 




Flg. 10.^ 
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miles Bg,_iB,^ des deux dernières ; joignons ensuile les exlré- 
mitésdes ordonnées dont les indices sont impairs^ c'est-a-dire, 

B|B,^ B,B„ .... Les trapèzes extrémes ont pour mesure e * ' 

et E •— — ^*; les autres, t(yi+ yJi «(yi + y.).... La somme 
de ces trapèzes, a, moindre que 1'aire cbercbée, est 

W.+Vi , , . , , yi.-.+y>. ) 
a = »|^-^^^2-^ + y. + y.+ ..•. + y*.-.+ — ^ — ]' 

Si l'on ajoute et retranche dans la parenthese — — ër^> '' 
vient ; 






'•+y«' ■ a • . a , ia Vi+VM-i 



2 
OU, en posant, y. + y, + y, + + y.-. = S, (H) 

„ = ,(2S+?i±^-^-ii^). (12) 

D'un autre cöté^ si Ton mène^ a Textrémité de chaque ordon- 
née dindice impair^ une tangente terminée a l'ordonnée qui 
la précède et a celle qui la suit immédiatement , les trapèzes 
ainsi formés ont pour surface 2 Ey^, 2 ty, . . . ., et leur somme 
A, plus grande que Taire cherchée, est 

A = E(2y, + 2y,+ .... + 2y,_,), 
OU A = 2eS. (\3) 

L'aire cherchée a est donc comprise entre a et A, et si Ton 
prénd pour valeur approchée de a la moyenne arithmétique 

, c'est-a-dire, 



2 

(14) 






4 4 

A— fl 

Terrenrcommise e sera moindre que la demi-différence , 

2 ' 

c'est-a-du:e, e <e j — — - — L (i 5) 

Des formules (11)^ (U) et (\b), on conclut que, pour obtenir 
une valeur approchée de Vaire, il faut partager la base re^cti» 
ligne comprise entre les ordonnées limites en un nombre pair 
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de partitségales, élever aux pointe de division d'ordre impair 
(A„ A„ . . . .) les ordonnées de la courbe, doubler la somme de 
ces ordonnéeSy ajouter au produit Ie quart de la somme des 
ordonnées limiles, et en retrancher Ie quart de la somme 
de celles qui les avoisinent immidiatement ; puis enfin mul- 
tiplier Ie résultat paria longueur de Vune des dimions de la 
base. 

Et pour obtenir une limite supérieure de Verreur commise, il 
faut retrancher Ie quart de la somme des ordonnées limites du 
quart de la somme de celles qui les avoisinent immédiatement^ 
et multiplier la différerice par la lofigueur de l'une des divisions 
de la base. 

6f . On peut remarquer d'ailleurs. sur la flgure^ qu'en 
joignanl Bo, B^^ et B,, B,^i par des lignes droites qui coupent 
Fordonnée moyenne en C et en D^ les deux trapèzes Afifi^X^ 
etkfifi^^^A^^^ donnent é\ideniment : 

Vo + Vt» _ ip Vi + y^n^i ,r, 

— ^ —^^y ï =^^> 

Ge qui permei d'écrire les formules (14) et (15) sous cette forme 
plus simple : a = * ^2 S — — ], (i6) 

On peut ainsi apprécier a Tue^ pour ainsi dire> Terreur que Ton 
commet, en appliquant la methode^ et déterminer a Tayance 
la valeur convenable de rinter valle s. 

•8. REMARQCES. — Si lacourbe est entièrement convexe vers 
l'axe OXj on voit aisément que a devient plus grand que A, que 
la moyenne arithmétique reste la même, et que la limite de 

Terreur change de signe, et est . 

'S 

Si la courbe offre des changements de sens dans sacotfrbure, 
on devra mener les ordonnées correspondantes aux points 
d1nflexion,,et partager ainsi Taire en plusieurs parties^ a cha- 
cune desquelles on appliquera la methode précédente. L'aire 
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cherchée sera Ia somme des aires partielles, et 1'erreur finale 
sera la somme des erreurs. 

••. METHODE DE THOMAS siMPSOM.— Cette méthode f ante- 
rieure a la précédente, exige aussi que la distance des ordon- 
nées extrêmes soit partagée en un nombre pair de parties 
égales; et elle est fondée sur gq que Ton peut toujours faire 
passer par trois points donnés^ non en ligne droite^ un are 
de parabole dont Taxe serait parallèle a une direction 
donnée. 
Soit AoBoAj,.B^ (fig. 11) TaiVe a mesurer, et soit k^k^z=i^nt. 

Supposons que l'on 
fasse passer par les 
trois points B^^ B^^ B,^ 
un are de parabole 
dont raxe soit parallèle 
k AoBoj on pourra 
substituer eet are è 
Tarc donné avec une 
approximation conyenable. Or on sait que Tordonnée A^B^ est 
un diamètre de la parabole ^ que la tangen te GH en B^ est 
parallèle a la corde B^B,, et que Faire du segment parabo- 
lique BoB,B,Bo est les f du parallélogramme B^B^HG. On a 
donc : 

segment parabol. = | B J x 2 e = | c B,I. 
D'un autre cóté, tr apèze rectiligne kfifij^ = 2 c AJ ; 
donc, 
trap. curv. AABAA,=«(|B,l+2A,I)=E(iAA-tA.l+2A.I) 

= e(|AA + fAJ). 
Or 2 AJ = y^ 4-y, et A A= y,; donc 

trapèze curviligne AoBoB,B,A, = i « (Vo + Vt + ^ Vd- 
On yerra de mème que Ie trapèze suivant^ dont les bases sont 
y, et y^y a pour mesure ?« (y, + y^ + ^ V^y et siinsi de suite. 
Donc Taire totale <r a pour expression : 

> + yJ + 4(yi + »> + . .. + yi--i) ) ,.^. 
+ «(y. + y* + ...+y.-.) )' ^^^^ 

Ainsi, Vairt iohtieni, par cette méthode, en ajoutant è la 
somme des ordonnées extrêmes^ qiMire fois la somme des ordon- 



.=^|<^• 



^ 



3i LIVRE PREMIER.— CHAPITRE IV. 

nées éCindice impair, et deux fais la somme des ordonnées 
intermidiaires dindice pair, ei en mullipliant la somme 
totale par la longueur d'une des divisions de la base. 

yO. REMABQCES.— On a supposé Tarc pa- 
i'« rabolique B^B^B, concave vers Taxe Ox. La 
'' " formule serait la même si Pare était convexe 
(flg. 12). Car on a : 

segment parabolique B,B,B,Bo = |s.B, I, 
et trapèzerectiligneA,B,B,A, =:2e.A,I; 
FJc. «ï- donc, 

trap.curv.AoB.B.B.A,=e(2A,I— JBJ)=£(2AJ— jAJ+JA,BJ 
=8 (I A,!+ JA.B,)= J(y.+y.+4y,)C.Q.F.D. 

Si la courbe est sinueuse, on partage Taire en plusieurs parties 
qu'on évalue séparément, comme dans la métbode précédente. 

La methode de Thomas Simpson exige, comme on Ie voit, 
Temploi de toutes les ordonnées; en outre^ elle ne fournit pas 
de limile de Terreur commise. A ce doublé point de vue^ elle 
est inférieure a celle de M. Poncelet. Cependant elle donne^ 
dans les applications, uneapproximation suffisante. 

f 1. ACTRES METHODES. — 11 cxiste d'autrcs methodes de qua-- 
dratureapproximative. La methode dile des trapèzes consistea 
remplacer la courbe par un polygone^ et a calculer Taire com- 
prise dans ce polygone; elle n'offre qu'une approximation 
insufflsante^ a moins qu'on rapprocbe considérablement les 
ordonnées, ce qui rend Ie calcul très-laborieux. 

Gauss a perfectionné une methode indiquée par Newton, et 
développée par Cóles; cette methode, fondée sur les formules 
d'interpolation, est celle qui offre les calculs les plus courts et 
Tapproximation la plus grande. Mais les développements 
qu'exige son exposition nous entraineraient trop loin, et nous 
renon(ons a la faire connaitre ici. 

On peut d'ailleurs consulter, pour plus de détails, un article 
sur les diverses methodes de quadratures, inséré dans les 
^ouvelles Annüles de Mathématiques (octobre 1855), par 
Mf Parmentier. 
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72. EMBcicEs PR0P0SÉ8. ^ lo Cülcukr ViUre d'un quart de cercU, dont h 
rayon ent égal è i. On parlagera Ie rayon de base en dix partles égales 
(e = 0,1) ; on calculera les ordonnées correspondanles, et on appliquera suc- 
cessivement les deux méihodes. Pais on calculera Taire, è priori, car elle est 
égile i - «, el Ton conoattra ainsi les erreurs oommises dans chaqae mélbode. 
20 CalcttlerVaire d'une hyperboh équüatère dont Véquation e$ixy=:i,en 
prenani pour Umieê xo^iiet x -2. Lorsqu'on aura appliqué les deox me- 
thodes ^ eet excmple, on calculera Paire directemeni. Car l'alre de l'byperbole 
est la foncllon dont y =^ est la dérivée (no 60) ; elle est donc egale 9i log. 

nép.x+const. D'aiUeurs, pour a?z=l,raire est nune;donc const. = 0. 
DoDc enfin Paire cherchée esl Ie logarllhme népérien de 2. 

30 CalcuUr Vaire de la co^e, y=z '' "^^'^^ + ^l en prenant pour Hmiies 
^0=0, «=1. On calculera encore cette aire par les deux methodes. Puis, 
pourenavolrdirectement|a?ale»r,onchangera d'abord de variable^ en posant 
a; = lg(p; d'oü 1 +x^= —j-, ety=cos*<p./. (l + tg(p). 

On remarquera ensuite que la dérivée de l'aire, prise par rapport k 9, est Ie 
produit.de la dérivée de Taire, prise par rapport la x, par la dériyée de x, 

prise par rapport k 9. Comme cette dernière dérivée est , la dérivée de 

cos* 9 

l*aire, prise par rapport è 9, sera /. (1 + Ig 9). Or on a : 

- I •- 2 cos 7 cos f ^ — 9 ) l/Fcos r - — «^ 

1 +tg9 = ^^^y + ^"^y = ^ \^ I ^ U V : 

COS 9 cos 9 cos 9 

donc /.(i + tg 9) = /. 1/2+/. cos f j — 9) — /.cos 9: el il faut trouver la 
fonction dont cette expression est la dérivée, en prenant les Itmiles 90=0 et 
9 =: ~, qui correspondent è iro=0f et a; = l. Or Ie premier terme donne 
9./. 1^2; les fonctioDS relatives aux deux derniers termes se détruisent, car 
'•cos ( j — 9 ) et l. cos 9 prennent les mêmes valeurs en sens inverse, quand 

9 varie de O a -. Donc Taire a pour expression générale 9. /. \/i -f~ coiMt, 
D'ailleurs elle est nuUe pour 9 = 0; donc const. = 0. L'aire cherchée s'ob- 
liendra donc en faisant 9 = -, et elle sera - h ^t, ou - /. 2. 

i 4 o 



CHAPITRE V. 

DB LA raOJECTlON DESJITESSES. 

PnoGiuiuis : PrqfeclioD sur va ^xe d*uD point mobile daas Teapaee. La 
. vUesse de U projeclton du poiut eat egale k la prcjection de sa vileaae 
dans Tespace. 




73. PROJEGTION D'UN POINT MOBILE SUR ÜN AXE FIXE.— Ck)nsi- 

dérons (flg. 43) un mobile en 
mouvement sur sa tnyectoire 
AB ; et soit M n position a Té- 

poque L Soit^ d'ailleurs, OX 
un axe fixe donné : on peut 
projeter k chaque instant Ie 
point M sur Taxe, parallèle- 
ment a un plan donné yOz 
Fig.. ts. (en menant successiyement 

MP parallèle è Oz, PQ parallèle a Oy, et en joignant MQ). Le 
point Q, projeclion du point M^ peut être considéré, a son tour^ 
comme un mobile en mouvement sur Taxe Oo:; et ces deux 
mouvemenls sent évid^mment iiés entre eux par une reiation 
dont il s'agit de déterminer ici la nature. Or cette liaison est 
énoncée dans le théorème suivant : 

74. THÉORÈUE. — La vitesse dt la projecHon d'un point mo- 
bile sur un axe fixe est egale d la projection de la vitesse du 
mobile sur le même axe, 

Ën effet^ soit MMi=: A0 Tespace parcouru pendant Ie temps 
M par le mobile sur sa trajectoire, et soit QQj = Aj? sa projec- 
lion sur 1'axe Ox; Ax est Fespace parcouru par le point Q pen- 
dant ie temps M : par suite^ les vitesses respectives du point M 
et de sa projection Q, a l'époque t (vitesses que nous désignons 

A6 \x 
par V et t?,), sont les limites des rapports —, ^. Or, si Ton 
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mène la corde MMj, on sait qu'il existe, entre cettecorde el sa 
projection QQj, un rapport qui dépend de Tangle de cette corde 
avec Faxe Ox, et de la directioh du:plan yOz : on a donc QQj 
ouAx = k . corde MMj, égalité que Ton peut écrire ainsi : 
^x , corde MM, \e 

Lorsqu'on passé a la limite, Ie rapport de la corde a Tarc est 

Ac Aj? - . 
égal a Ijles rapports — , — ^ deviennent v et v,j Ie nombre 

k varie et converge vers uhe certaine limite l^ qui dépend des 
angles de la tangente MT en M a Ia courbe (direction de la 
Titesse v) ayec Taxe Ox et avec Ie plan yOz, et la relation 
précédente de^ient : 

D, = /t?. (1) 

Or, si Qne lóngueur quelconque, dirigée suiyant la tan* 
geiite MT, est projetée sur Ox, parallèlemeut au plan yOz, lé 
rapport de Ia projection k la iongueur est^ comme on sait^ ld 
fiotnbre constant 1 : donc Iv est bien la projection de la yltesse f> 
Mrraxe. C. Q. F. D. 

TA. RBVAitQi}B.--^i Ie temps Ai est inflniment petit^ I'arc 
piuxouru A6 est uné ligne droite inflniment petite^ dont la 
direction est celle de la iangente MT au point M : Ia geometrie 
doniie donc immédiatement^ 

A/K Ac 

Aflf = J.Ae, OU -T7=i.T:^ ou u, = Jv. 
A^ a^t 

y6, CAS PARTICULIER OU LE MOUVEMENT EST REGTILIGNE. — Si 

Ie mouvement dans Tespace est rectiligne, la 'méme démons- 
tration s'applique, sans qu'il soit nécessaire de recourir aux 
inflniment petits : car, quels que soient Fespace e parcouru 
dans Ie temps t, par Ie point M, sur sa trajectoire rectiligne, et 
Tespace h parcouru dans Ie même temps par sa projection Q 
sur Paxe Ox, il existe entre ces deux longüeurs la relalion 
constante h = le {^); 

on en déduit - =Z -, 

et, en passant k Ia limite, t>, = te. 
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77. THÉOWSIIE SCm LIS JiCGtlJXATIOHS DAH8 LB HODVKXKirr 

lECTiLiGNE. --On Toit iiiéiDe qae, dans Ie cas du mouTement rec- 

tiligne^ les accélérations y et y« des points M et Q sont liées par 

la méme relation. En eflèt^ soienl v et v, leurs yitesses a Tépo- 

que (, Av et Iv^ les variations de ces \itesses pendant Ie temps 

M'y V -\- S.V ei Vm + AOx seront les Titesses a .répoque ( -f Al. 

On aura done^ d'aprèsle tbéorème démontré : 

Vs = Ivy t?x + A V, = / (r + Af?), 

car Ie rapport / est ici invariable: On en tire^ par soustraction^ 

IA . At?, , At> 

At, = /.At5; puis — = /.—, 

et, en passant aux limites^ 

T* = /y. (3) 

VS. REMARQUE.— Ainsiy dans Ie mouyement rectiligne, les 
espaces parcourus^ les vitesses et les accélérations ont^ avec 
leurs projections respectives sur un axe fixe, la méme relation 
indiquée par les équations (2), (1) et (3). Mais lorsque Ie mou- 
vement dans 1'espace est cmryiligne^ si les vitesses vériflent la 
relation (i), il n'en est évidemment pas de méme pour les 
espaces parcourus qui ne sont pas des lignes droites. Quant 
aux accélérations, nous verrons au chapitre VII^ lorsque 
nous nous occuperons de Taccélération dans Ie mouvement 
curviligncy a queues conditions Ie tbéorème leur est appli- 
cable. 

W. GORotLAmES. — i» S'il s'agit de projections orthogonales^ 
Ia geometrie apprend que Ie rapport { est Ie cosinus de 
Tangle que forme la dlrection de la vitesse 15 avec Taxe Oa:; 
nous désignerons eet angle par (V; x)^ et la relation (1) s'é- 
crira : 

V, =zvcos(v, x). 
La\iiesset?x s'appelle, dans ce cas^ la vitesse du mobile estimée 
suivant Taxe Ox. On aurait aussi, dans Ie cas du mouvement 
rectiligne, 

c, = e cos (e, ar), et y, = y cos (y, x). 

80. 2« Si Ton suppose les axes Ox, Oy, Oz, rectangulaires 
(flg. 13)^ et si Ton désigne par v^^ v^, v^, les pr«(|ections ortho- 
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gonales de la Titesse v sur ces axes, on a, en vertu du corol- 
laire precedent : 

r, = 1? cos (v, ar), v, = ^ cos {v, y), v* = » cos (v, z) : (4) 
en ajöutant les carrés de ces trois formules, il \ient : 

v' = v,* + v/ + v.S (5) 
car on sait que cos* (v, x) + cos*(t?, y) + cos' (v, z) = \. 

Ces formules (A) et (5) font connaitre Tintensité et la direc- 
tion de la vitesse v du mobile daris Fespace, quand on connait 
les i/itesses de ses projections "sur trois axes rectangulaires. 
Elles montrent que cette vitesse est, en grandeur et en direc- 
tion. Ia diagonale du parallélipipède construit sur trois arètes 
contiguës, menées par Ie point M, parallèlement aux axes, et 
égales en longueur aux viiesses v,, Vy, v,. 

SI. 3o Si la trajectoire est plane, on peut prendre son plan 
pour plan des xy; alors v, = 0, et les formules (4) et (5) se 
réduisent a 

Vjc = v cos {v, x)y Vj. = V cos (v, y), v* = t?x* + v/. (6) 
La vitesse %> est alors, en grandeur et en direction, la diagonale 
du rectangle construit sur deux droites parallèles aux axes^ et 
égales en longueur aux vitesses r, et v, . 



CHAPITBE VI, 

DE LA COM POSmON ET DE LA DtCOHPOSITIOH 

ET 1>E5 TITDSSCS *. 



Pbocrauk : Composiüoo ei décomiNKftioB des vitcifcs, déd^ila de la 
considénition des mooTemeBls relaufs. 



§ l. Composition et déeomporition d€$ numoeminis. 

SS. DES HoryEMEKTs 8ivrLTA!fÉs. — On dit que deux mobiles 
pos$èdent des mouvements simultanés, lorsque cbacun de ces 
mouTements s'accomplit dans Ie méme temps. Ainsi Ie mouve- 
ment d'un point dans Tespace et celui de sa projection sur un 
axe fixe^ dont nous nous occupions dans Ie cbapitre Y, sont 
deüx mouyements simultanés. 

On dit quelquefois qu'un point matériel possède au même 
instant plusieurs mouvements simultanés^ ou bien qu'il est 
animé de plusieurs vitesses simultanées. Ces locutions sont 
mauvaises : car il est évident^ qu'a un instant donné^ un mo- 
bile ne peut posséder qu'un seul mouvement^ qu'une vitesse 
unique dirigée suivant une droite déterminée. Il nous parait 
convenable de débarrasser Ie langage de la mécanique de ces 
expressions vicieuses^ et nous croyons possible d'exposer^ sans 
y avoir recours^ les régies de la composition et de la décompo- 
siiion des mouvements et des vitesses. 

83. DES MOUVEMENTS iDENTiQUES.— Ou dit que dcux points 
matériels ont des mouvements identiques, lorsque les cordes 
qui joignent leurs points de départ aux points oü ils arrivent 
après un même temps t^ sont constamment égales et parallèles^ 
quel que soit t. 

Lorsque Ie mouvement d'un point matériel est connu, on 

1 Nous empruntODS ce qu'il y a de neuf dans ce chapitre ^ rexcellent 
cours qu*a fait^ceUe auuée f1855}. Af. Bertrand auxélèves du lycée Napoléon. 
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peut toiyours donner un mouvement identique a un autre point 
matériel partant d'un point déterminé. 

S4. DËFINITION DU MOUVEMENT RiSULTANT DE DEUX XOUYl^ 

MBNT8.— Cela posé, considérons trois mobiles M^ M^, M,, en 

mouvement, de la maniere 

. JB^ — .-s, / * suivante. Le premier M part 

// /ƒ / /^' du pointO,aun instant donné 

/ j X ƒ o/ / ^^^' ^*)> ®* se trouve en S au 

/_' i/_ I V/ boutd'untemps^desorteque 

^ la droite qui joint le point de 

Fig. 14. dépirt au point d'arri^e est 

egale a OS. Le second H^ et le troisième M, partent dé même, 
Tun du point 0^, Tautre du point 0,> au même instant^ et se 
trouvent, Tun en S„ 1'autre en S„ a l'époque i, de sorte que les 
droites qui joignent leur point dadépart k leur point d'arrivée 
sont 0^S^ et 0,8,. On mène par le point Sunè droite 88, egale 
et parallèle a OjS^, et par le point O.une droite OS, egale et pa? 
rallèle a 0,S,. S'il arrive que cettedernière droite OS, ferme le 
triangle formé par 08 et SS^, et sieette condition est remplie 
quel que soit ^ c'est-a-dire a toutes les époques du mouvement, 
on dit que le mouvement du mobile M, est le mouvement réeul* 
iant des mouvements des mobiles M et M^ ; ces derniers se nom* 
ment les mouvements eomposanis de celui du mobile M,. On 
yioii, qvk'a Tépoque t; le mobile tf, se trouve au méme point que 
8^11 avait possédé êueeesiivement deux mouvements identiques 
a ceux des mobiles M et H^ ; c'est en ce sens que le premier 
mouvement risulte des deux autres. 

S5. DÈFiifiTioH DU MOUVEMBinr MLATiF.— Ou dit eucoro que 
le mouvement du second point M^ est le mouvement relati f dn 
point M, par rapport au point M; car,.pour un observateur 
animé du mouvement du point H, et se croyant immobile^ le 
point M, aurait, en apparence^ le mouvement que possède, en 
réalité, le point M^. 

• SO. EXEUPLE.-^Poür faire comprendre ces définitioni gini^ 
raU$y imaginons qu'un bateau descende une rivière avec le 
mouvement du point M , et qu'une personne, placée en un 
point O sur le pont^ e^ déplace avec le mouvement du point Mj> 



40 LIVftE PREMIER.— CHAPITRE VI. 

c'est-a-dire décriTe mr Ie pont Ie chemin dont la corde OH est 
egale el paraüèle a SS^; comme, pendant Ie temps t, Ie point O 
du batean sera venu en S, et que Ia corde OH se sera trans- 
portée en SSj , Ia personne se tron\era réellement en S^ ou S,. ^ 
Un observateur placé sur Ie rivage, et ne participant a aucun 
des deux mouvements, aura tu Ia personne aller de O en 
S,; et^ pour lui> elle aura éié animée du mouvement réstü-' 
tant (mouvement de MJ. Un observateur, au contraire^ placé 
au point O sur Ie pont, et ne participant qu'au mouvement du 
bateau (mouvement de M), aura cru voir la personne aller de 
S en Si (mouvement de MJ, puisqu'il se trouve en S, lorsqu'elle 
est en S^. Ce mouvement de S en S^ n'est pas Ie mouvement 
véritable de la personne, car elle va» en réalité, de O en S, ; c'est 
son mouvement relatif par rapport au point O. 

Le mouvement OS du bateau s'appelle souvent mouvement 
éFenlrainement; on peut donc dire que le mouvement réel OS, 
est le mouvement risultant du mouvement d'entrainement OS 
et du mouvement relatif SS^. 

SV. COVPOSmON DE DBUX MOUVEMENTS ; PARALLÉLOGRAMME 

DES MOUVEMENTS.— -Compostfr deux mouvements, c'est trouver 
le mouvement résultant de ces deux. mouvements; c'est-^-dire, 
connaiasant, en grandeur et en direction, les Hgnes droites qui 
joignent le point de départ au point d'arrivée, pour chacun des 
deux mouvements donnés, trouver la grandeur et Ia direction 
de la droite qui joiot le point de départ au point d'arrivée dans 
le mouvement résultant. 

11 est inutile, sans doute, de dire que les mouvements dont 
il s'agit ne sont pas reclilignes^ et que les droites dont nous 
parlons ne sont que les cordes des arcs décrits par les mobiles. 

Les dé/im'a'on^qui precedent conduisent immédiatement a la 
règlea suivre pour composer deux mouvements. On remarque, 
en 0ffet, que OH élant egale et paraUèie a SS., la figure OSS, H 
est un parallélogramme, et que OS^ est une.de ses diagonales; 
et Ton conclut Ténoncé suivant^ 

Si Von méne par un mime point O deux droites égales et 
parailèks a celles quijoignent les points de départ. nux points 
darrivée dans chacun des deux mouvements compoaants, et 
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si Von construü un paraüélogramme sur ces deux cótis ad- 
jacentSy la diagonale quiy dans ce parallélogramme, part du 
point O, est egale et parallèle d la droile qui joint Ie point de 
départ au point d'arrivée dans Ie mouvement résultant 

C'est ce que Ton exprime plus succinctenient, en disant que 
Ie mouvement résultant est, en grandeur et en direction, la dia- 
gonale du parallélogramme construit sur les mouvements com-- 
posants.Cetie proposilion porte Ie nom de parallélogramme des 
mouvements. 

88. GOROLLAIBE : DÉGOMPOSITION d'uN MOUVEMENT EN DEUX 

AüTRES. — ^11 résuUe de Ik, que Ton peut toujours considérer un 
mouvement quelconque dans un plan comme résultant de deux 
mou\emenls effectués suivant deux droites données dans ce 
plan; car oh peut toujours construire un parallélogramme, 
connaissant la longueur et la direction de sa diagonale (qui re- 
présente Ie mouvement donné), et les directions des deux cötés 
qui partent de Tune de ses extrémitës. . Cette opération se 
nomme décomposition du mouvement. 

8©. REMARQUES.— lo Conuaissaut Ie mouvement d'enlraine- 
ment et Ie mouvement relatif d'un mobile, la règle de la com- 
position des mouvements fait connaitre lè mouvement résul- 
tant, c'est-a-dire, Ie mouvement réel dans 1'espace. 

2o Si Ton prolonge OS (flg. 14) d'une longueur egale OE, 
et qu'on joigne EH, OH est la diagonale du parallélogramme 
OEHSi. On peut donc dire que Ie mouvement relatif OH est Ie 
mouvement résultant du mouvement réel OS^ et d'un mouve^ 
ment OE égal et contraire au mouvemeiit d*entrainement OS. Si 
donc on connait Ie mou\ement réel et Ie mouvement d'entrai- 
nement d'un mobile, la règle fait connaitre son mouvement 
relatif. 

90: DBFiNmoN du mouvement résultant de plusieurs mou- 
vements.— Le mouvement résultant de plusieurs mouvements 
donnés se définit de la maniere suivante. On compose deux 
des mouvements entre eux, puis Ie mouvement résultant avec 
un troisième, pufs Ie nouveau mouvement résultant avec un 
quatrième, et ainsi- de suite. Le dernier mouvement résultant 
ainsi obtenu est le mouvement résultant du système. 




Fig. 15. 
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. Cette déflnitioQ conduit a la règ^e a suiirre pour compoeer 
plusieurs mouyemento. 

• f. COMPOSITION DE TROIS MOUYEMEIfTg ; PARAUÉLIPIPJSI» DBS 

M0uyEMBNT8.'-*£n premier lieu, si Ton veut trouirer Ie mouTe- 
; ment résultant de trois mouTements don- 

nés, on peut maner par Ie point O (flg. 15) 
trois droites OA, OB, OC, égales et paraUèles 
a celles qui joignent les points de départ des 
trois mobiles a leurs points d'arrivée : en 
composant les deux premiers mouvements^ 
d'après la règle du n» 87^ on obtient un mou- 
vement résultant représenté par la diago- 
nale 01 du parallélogramme OAIB ; en com- 
posant ce dernier avec Ie Iroisième, d'après la même règle, on 
obtient Ie mouvement résultant flnal, qui est représenté par la 
dic(gonale OD du parallélogramme OIDC. Or cette droite OD 
est la diagonale du parallélipipède ponstruit sur les trois 
droites OA^ OB, OC, comme arètes contiguës. Onen conclut 
cette règle, connue sous Ie nom de parallélipipède des mauve- 
ments. 

. Si les trois arètes eontiguës ifun parallélipipède sont des 
droites égales et parallèles d celles qui joignent les points de dé- 
part aux points d'arrivée dans chacun dés trois mouvemmts 
composants, la diagonale de ce parallélipipède\ partant du 
même somm^t^ représente Ie mouvement résultant^ c'est'd-dire, 
qu'elle est egale etparallèle dia droite qui joint lepoint de dé- 
part aupoint d'arrivée dans ie mouvement resultante 

•9. COMPOSITION DE PLUSIEURS MOUYEMENTS ; POLTGOI^E DES 

MOUYEMENTS.— En sccoud licu, si Ie nom- 
bre des mouyeraentscomposantsestquel- 
conque, on compose les deux prem^rs 
en menant par un point O (flg. 46).une 
droite OA egale et paraUèle a celle qui 
joint Ie point de départ au point d'arri- 
vée dans Ie premier mouvement» puis 
par Ie point A une droite AB egale et 
parallèle a celle qui joint les points homologues dans Ie second 




Fig. 16. 
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wouYement; et en joignant OB : on compose ce dernier avec 
Ie troisième, en menant par Ie point B une droite BC égale et 
parallèle a celle qni joint les points homologues dans Ie troi- 
sième mouvement^ el en joignant OC : on continue de Ia sorte 
jusqu'a Ia lin ; et Ia droite X)R, que Ton obtient en dernier lieuj 
représente Ie mouvement résultant cbercbé. 

On Yoit que^ dans cette construction, il est inutile, pour avoir 
OR, de tracer les droites.OB> OG^ OD; et I'on arrive ainsi a la 
construction suivante^ connue sous Ie nom de polygone des 
mouvemenls. 

On tracé, a la suite les unes des aulres^ des droites égales et 
parallèles a celles qui, dans chaque mouvement composant, jot'- 
gnent Ie point de départ au point d'arrivéè : la droite qui ferme 
Ie contour polygonal ainsi obtenu représente Ie mouveni$nt 
resultante c'est-a-dire, qu'elle est égale et parallèle a celle qui, 
dans Ie mouvement résiAltant, joint Ie point de départ au point 
darrivée. 

•3. msMARQUE.— Remarquons avec soin que Ia grandeur et 
la direction de la droite qui représente Ie mouvement résultant 
ne saurait dépendre^ en aucune sorte, de Tordre dans lequel 
se succèdent les cötés du polygone. En effël, supposons qu'on 
ait déja composé dans un certain ordre tous les mouvements 
donnés moins deux, et trouvé ainsi Ie mouvement résultant 
représenté par MC. Pour trouver Ie mouvement résultant finol, 
on peut, ou mener, comme nous Tavons fait, CD égale et pa- 
rallèle a la corde du quatrième mouvement, puis DR égale et 
parallèle a Ia corde du cinquième, et joindre OR; ou bien 
mener CL égale et parallèle a la corde du cinquième, puis LR 
égale et parallèle k la corde du quatrième; et Ton retrouve 
ainsi Ie méme point R et la même droite OR, qu'en suivant 
Tordre precedent, puisque CDRL est un parallélogramme. 11 
est donc possible d'intervertir les deux derniers c5tés du poly- 
gone, et Ie mouvement résultant reste Ie méme. On conclut 
aisément de la que 1'on peut intervertir deux cètésconsécutifs, 
et par suite deux cótés quelconques d^unemanière quelconque, 
a Taide de ce raisonnement bien connu, qui démontre que la 
valeur d'un produit est indépendante de Fordre des facteurs. 
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94. COROLLAIRE : DÉG0MP08IT10N D'UN MOUVEMENT EN TROIS 

AUTRES. — II résulte de la règle du n» 91, que Ton peut toujours 
considérer un mouyement quelconque dans Tespace , comme 
résultant de trois mouvements effectués suivant trois aies don- 
nés non situés dans Ie même plan. Car si la droite qui repré- 
sente^ a un moment quelconque f, Ie mouvement donné, est 
OD (flg. 15), et que les axes soient OA, 06, OC, il est toujours 
possible de construire un parallélipipède, dont on connait la 
diagonale OD et les directions des trois arëtes qui aboutissent a 
Tune de ses extrémiiés. 

Par consequent un mouveuient quelconque peut être repré- 
senté par trois équations de la forme 

^=A(0, y=A(0, ^=A(0. (D 

•S. REMARQUE.— On pcut appUqucr Ie calcul a la détermi- 
nation analytique dë la grandeur et de la direction de la droite 
qui représente Ie mouvement résultant de deux ou de plusieurs 
mouvements donnés. Hais les formules auxquelles on arrive 
n'ont pas d'utilité réelle : d'ailleurs elles sont identiques a celles 
qui servent a la composition des vitesses ; et nous ne les don- 
nerons qu'eii traitant cette dernière question, que nous allons 
d'ailleurs aborder.* 

§ n. Composition et décomposition des vitesses. 

99. DÉFINITION DE LA VITESSE RESULTANTE DE DEUX VITESSES 

DONNÉES.— CoDsidérona deux mouvements quelconques, et 

; leurs vitesses a un même instant t. Me- 

/^ nons pai' un poinl quelconque A (flg. 17) 

7 une droite egale et parallèle a la pre- 

' / mière, c*est-a-dire une droite AV, dont 

/ / la longueur mesure Tintensité de cette 



( v' vitesse, et dont la direction soit celle de 

Fig. 17. la tangente a la trajectoire : menons 

ensuite par son éxtréraité V une droite VVj égale et parallèle a 
la seconde, el joignons AN^. La vitesse qui est représentée, en 
grandeur et en direction, par la droite AVj, senomme la resul* 
tanle des deux vitesses données : celle^^i sont les composantes 
de la vitesse AV,. 
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97 . THÉORÈME FONDAMEiHTAL. — Lavttessedumouvemmtrésul- 
tani de deux mouvements donnés est la resultante des vitesses 
des mouvements composants. Ainsi, si AV et VVj représenlent, 
en grandeur et en direction, les vitesses des deux mouyements 
composants,ladroite AVi, qui ferme Ie triangle, représente, en 
grandeur et en direction^ Ia vitesse du mouvement résultant. 
Pour Ie démontrer, considérons deux mouvements quel- 
conques et Ie mouvement résultant^ a deux époques très-voi- 

sines t et t+\ t. Soient (fig. 18) 
OS, SSj el OS, des droiteséga- 
les et parallèles a celles qui 
joignent Ie point de départ au 
point d'arrivée dans chacun 
des trois mouvements (n» 84), 
^■e- *^- a répoque t : soient aussi OT, 

TTj et OTi les droites correspondantes k l'époque t + ^t, 
Puisque OS et OT sont égales et parallèles aux droites qui joi- 
gnent Ie point de départ au point d'arrivée dans Ie premier 
mouvement, aux époques tett+ My il en résulte que ST est 
égale et parallèle a la corde de Tarc que parcourt }e mobile, 
dansce mouvement, pendant Ie temps \t. Par lamême raison, 
SjTj est égale et parallèle a Ia corde de Tarc décrit dans Ie 
mouvement résultant, pendant Ie méme temps A^ De plus, si 
Ton mène TH égale et parallèle a SS„ TH et TT, sont de même 
égales et parallèles aiix droites qui joignent Ie point de départ 
au point d'arrivée, dans Ie ^econd mouvement, aux époques t et 
t + ^t; donc HT^ est égale et parallèle a Ia corde de Tarc décrit 
dans Ie second mouvement, pendant Ie temps M. Si donc on 
joint HS4, qui est égale et parallèle a ST, on peut dire que les 
trois cótés S^H, HT,, SJ,, du triangle S^HTi, soniégaux et pa- 
rallèles aux cordes des arcs décrits dans les trois mouvements, 
pendant Ie temps A t. 
Cela posé, on peut prendre pour valeur de la vilesse v du 

S H 
premier mouvement, a Fépoque «> la limite du rapport -~~-; car 

.. ,. ^ are are SjH ,. are , . 

on a identiquement, - • =^rï7 X -vr ' ov lim. ^^ = i, et 
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lim. -7-r = V - donc v = lim. -7--. De plus. la direcüon de la 
at at 

corde S^ H est, k la limite, celle de la vitesse^ puisqu^elle deyient 

alors celle de la tangente k la trajectoire. Par Ia méme raison^ 

nnp ^ T 

lim. -T-7^ et lim.->-rj sontlesvitesses t). et V^ aria méme époque. 
at at 

dans Ie second mouvement et dans Ie mouvement résultant ; et 

leurs directions sont les limites de celles des cordes HT^ et 8, T,. 

S H HT S T 
Or Ie triai^gle dont les-cötés sont •—, -r-i^ -7-i,est sembla- 

at at £kt 

ble de forme et de position au triangle S«HT^ : et cette simili- 
tude subsiste, quélque petit que soit At : elle subsiste doncoti- 
core k la limite. Mais alors les cötés sont deyenus les yitesses^ et 
leurs directions^ constamment parallèles aux directions varia- 
bles des trois cordes SjH, HTj, S J^, sont devenues les tangentes. 
Donc, Ie triangle formé par les trois vitesses t?, d^, V, a ses 
cötés parallèles a leurs directions respectives : donc enfin la 
vitesse V du mouvement résultant ferme Ie triangle formé par 
les vitesses des mouvements composants. C. Q. F. D. 

•8. REMARQUES.— On voit quc les vitesses de deux mouve- 
ments se composent comme ces mouvements eux-mêmes, c'est- 
i-dire, que la vitesse du mouvement résultant est la resultante 
des vitesses des mouvements composants. Ainsi^ dans Texemple 
du no 86 , la vitesse du mouvement réel du mobile est la resul- 
tante des vitesses du mouvement d*entratnement et du mouve- 
ment relatif. De même, la vitesse du mouvement relatif est la 
resultante de la vitesse du mouvement riel et iune vitesse egale 
et contraire d celle du mouvement d'entratnement. 

99. PARALLÉLOGRAMME DES^ VITESSES. —Lc théorème Impor- 
tant, que nous venons de démpntrer, se traduit par la règle du 
parallélogramme des vitesses. 

Si Von méneparun mêmepoint deuxdroites, dontles longueurs 
mesurent les intensités des vitesses de deux mx>uvem^nts donnés, et 
dont les directions sont celles decesvitesses,etsironconstruitun 
parallélogramme sur ces deux cötés adjacents, la vitesse du mou- 
vementrésultantestreprésentéey engrandeureten ditectüm,par 
celle des diagonales du parallélogramme quipart du mémspoint. 
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ftOO. COROLUIKB : BÉGOUPOSITION d'UI^B TITESSB SN DKCfX 

AUTRES.— n résulte de la^que, lorsqu'un mouvement a lieu dans 
un plan^ on peut toujours regarder sa vitesse^ a un moment 
donné, comme resultante de deux \itesses dirigées suivant 
deux axes donnés situés dans ce plan. On pent aussi considé- 
rer Tune des deux yitesses composantes comme connue en 
grandeur et en direction. On peut enfin se donner les inten- 
sités des deux composantes^ et chercfaer leurs directions. Dans 
chaque cas, on a a construire un triangle avec des données 
sufflsantes. 

SOU. GAS PARTICULIER.— 5t Us deux vitesses composantes 
sont parallèles, la vitesse du mouvement résultant est egale è 
leur somme ou a leur différence, suivant qu'elles sont dé méme 
sens ou de sens contraire. Dans ce dernier cas, elk est dirigée 
dans Ie sens de la plus grande. 

M,09. RELATIONS ANALYTIQUES ENTRE LES DEUX VITESSES ET 

LEUR RESULTANTE. — Lofsqu^ou traite par Ie calcul la question 
de la composition de deux vitesses, on introduit dans les for- 
mules les intensilés de ces vitesses v, v^, et de leur resul- 
tante V, et les angles que leurs directions font entre elles. Pour 
définir ces angles, on con^oit que Ton tracé, a partir d'un 
point üxe, des droites parallèles aux vitesses considérées, pro- 
longées seulement dans Ie sens de cbaque mouvement. D'après 
cela, dans Ie triangle AVV^ (üg. 17), oü AV= v, \\,z=v,y et 
AV^ z=: V, l'angle de la resultante V avec t?, angle qué Pon note 
(V, v), est Tangle V^AV ; Tangle (V, i?J est égal a AVj V comme 
opposé par Ie sommet, el Tangle (v, v^) est ie supplément 
de A\V,. 

Les formules de la trigonometrie rectiligne, appliquces a ce 
trianglci donnent immédiatement : 

- sin (t?„ V) sin (v, V) sin {v^v^ 
V* = V* .+ t>i» + 2 vr, cos (V, v,). (3) 
On volt aidément que ces formules résolvent Ie doublé pro- 
blème dans tous le0 cas. 
tos. coROLLAiRB.— Dans Ie cas particulier oü les vitesses 
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composantes ont des directions perpendiculaires entre elies, 

Tangle (v, v^) = -, et les formules deviennent : 

V = V sin (tjp V), OU t? = V cos {v, V) i 
v,= V sin (t, V), on t?,= V cos (r„ V) ( ^ ' 
V* = v' + r.«. (5) 
Ainsi cha4mne des composantes est, dans ce cos, laprojeclton 
wthogonale de la resultante sur la direction de cette compo^ 
santé. 

104. REMABQUE.— Les formules (i) montrent que, dans 
Ie cas général , chacune des trois vitesses est proportion- 
nelU au sinus de Vangle que forment les directions des deux 
autres. 

105. cmiPOsiTiON DE PLUSBEURS YiTESSES. — Cousidérons 
main tenant ie cas de plusieurs mouvements. Si Ton construit 
unpolygone OABCDR (fig. 16, p. 42), en trawant, a la suite les 
unes des autres, des droites égales.et parallèles aux vitesses 
données, la droite OR, qiii ferme Ie polygone, est, par défini- 
tion, en grandeur et en direction, la resultante dé ces vitesses, 
Or cette resultante est la vitesse du mouvement résultant. Car, 
d'après Ie théorème fondamental (n^ 97), OB est, en gran- 
deur et en direction, Ia vitesse du mouvement résultant des 
deux premiers mouvements, OC est la vitesse du mouvement 
résultant de ce dernier et du troisième, et ainsi de suite. 
Donc, etc. 

On demon tre d'ailleurs, comme au n» 93, que la gran- 
deur et la direction de la resultante ne dépendent pas de Tordre 
dans lequel on tracé les cötés du polygone. 

lOS. PARALLÉLiPiPÈDE DES VITESSES.— Lc tbéorèmc prece- 
dent, appliqué a trois mouvements, conduit a la règle connue 
sous Ie nom de parallélipipède des vitesses, laquelle se dé- 
montre comme celle du n» 91. 

Si les trois arètes contiguës OA, OB, OC (fig. d5, p. 42) d'un 
parallélipipède reyrésentent , en grandeur et en direction, les 
vitesses de trois mouvements composants, la diagonaie OD de ce 
parallélipipède représentCy en grandeur, et en direction, la vitesse 
du mouvement résultant. 



ir 
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itm. GMQUAIMB: DBCOMPOSITION d'QNE T1TK8SB BN TROIS 

Ai^TBSS.— Il suit de la, que 1'on peut toujours coosidérer la 
vitesse d'un mouyement quelconque dans Fespaoe, a une épo- 
que t, comme resultante des vitesses de trois mouvements 
dirigés paraUèlement a trois axes donnés. 

flOS. REIATIONS ANALYTIQUBS BNTRE TROIS YITESSBS RBC- 

TANGuiAiRES BT LEUR RisuLTANTB.— Ou peut eucore liaiter Ie 
problème par Ie calcul : mais les formules ne sont pas em- 
ployees dans Ie cas oü les directions des vitesses sont quel- 
conques. Nous nous contenterons de les établir dans Ie cas oü 
les directions sont perpendiculaires entre elles. Alors Lq paral- 
lélipipède est rectangie, cbaque Titesse est la projection de la 
resultante sur sa direction, et Ton a : 

D = VC08(«,V), Dj = VC0S(v»,V), t?,=:VC08(v.,V), (6) 
V=t?* + i?t* + t),». (7) 
ftlHI. APPLICATION.— Si^ par exemple, un mouvement est 
représenté par les trois équations^ 

x = f(t), y = <p(0, z=^{t), 
les iritesses des mouvemenis composants sont, 

par Buite la vitesse resultante V est 

\ = i/v.' + v/ + v\ 
et les angles a^ 6, y, qu^elle fait avec les axes^ sont donnés par 
les formules 

COSa=Y, cos 6=^, COSY=^. 

fllO. POLYGOTiE DES VITESSES.^— Le théorèiïie du n» 105 donne 
immédiatement la règle du polygone des titesses. 

Si lescótésconsécutifsd'une lignepolygonale reprisentent, en 
grandeur et en direction, les vitesses de plmieurs mouvements 
composants t la droite qui ferme Ie polygone représente , én 
grandeur et en direction, la vitesse du mouvement risultant. 

flU. COROLLAIRE.— St toutes Ics vUcsses sont parallèles, la 
vitesse du mouvement risultant est igale a leur somme algi-^ 
brique. 

IftÜ. CONSTRÜGTION GRAPBIQUE BE LA RÉSCLTANTE.— Le pO- 

lygone des vitesses est ordinairement gauclie^ et l'on nc peut 

4 
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Ie coDstruire qu'a Taide des procédés de la geometrie descrip- 
tite. Comme deux droites ég^es et parallèles ont pour projeo- 
tions sur un mème plan deux autres droites égales et parallèles^ 
la projection du polygone est un autre polygone, dont lescötés 
sont les projections des Titesses composantes et de la resul- 
tante. Donc^ la projecti&n de ta resultante sur un plan qu€l- 
c&nquê ê9t la résullanU dês projwtions du cowiposantês .* et 
cette remarque fournit immédiatement la construction trè»- 
simple è effectuer^ pour obtenir, dans Ie cas générale la gran- 
deur ^t la direction de cette resultante. 

flflS* RELATIONS ANALYTIQDSS BNTRE LBS VITESSBS BT LBUB 

i^oLTAMTB.—Pour appUquor Ie calcul- a la recherche de la 
resultante^ on con$oit trois axes rectangulaires Oa^y Oy, Oz, 
dans Tespace; on décompose chaque Titesse en trois autres 
dirigées parallëlement a ces axes; on compose entre elles^ par 
une addition algébrique, toutes les composantes dirigéei.paral- 
lèlementau même axe;etron€ompo6e les trois résultantespar^- 
tielles en une seule, qui est évidemment la resultante cherchée. 

Ainsi, soient v^^ v^, v,v«« l^s intensités des Titesses dcmnées; 
^1^ K^ ^ir les angles aigus ou obtus que la direction de d^ fait 
a^ec les axes positifsOo;, Oy,Oz; a,, 6„ c,» les angles analogues 
pour v^f etc. Soient^ en outre^ Y la resultante, et A^ B, C, les 
angles qu'eUe fait avec les axes. 

La vitesse v^ a pour composantes parallèles aux axes v^ cos a,, 
v^ cosftj, t?i cos Cl (no 108) : celles de t?, sont t?,cosa„ r,cos6„ 
1?, cosc,, et ainsi des autres. Les Titesses d^^ «„... n'ont pas de 
signe; mais chaque cosinus donoe a la composante correspon- 
dante Ie signe convenable* Les résullantes partielles, dirigées 
p^irallèlement aux trois axes^ sont donc (n^ 111)^, 

ü, cos ttj -b V, cos a, + ou 2vcosa, 

t>, cos ftj + t?g cos 6, 4- OU 2t7cos6, 

i?j cos C| + V, cos c, + OU 2i? cos c. 

Ces trois yitesses étant les composantes de la resultante dé- 
flnitiTe V^ sont égales a VcojsA, V cosB, VcosC. On a 
donc: 

y cos A=:2v cos a, V cos B=;2v cos 6, V cos C=2v coscj (8) 
d'oü Ton tire : V* = (2 v cos a)* + (21? cos 6)* + (Sü cos c)\ (9) 
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I La formule (9) donne la yaleur de Y^ et les formules (8) four- 

I nissent les valeurs des angles A^ B> C. 

I 414. GA8 PARTICULIER.— Si les Yitesses composantes sont 

K toutes parallèles a un möme plany on prend ce plan pour 

! plan a^y et les formules devi^nnent : 

^ V cos A = Sr cos o, j 

i Vci>sB=:2t>cosfty OU VsinA=r2«8inaJ(i(^ 

i et Y»=:t2«eosa)* + (2t?sina)«. \ 

^ Les deux premières donnent d'ailleurs 

, . 2t?sina .... 

i langA=,= , (ii) 

' . . . ^ 2vco8a ^ 



CHAPITRE VII. 

DE L'ACCÉLÉRATION EN GÉNÉRAL. 

Paograhme : Ge qu*oo enlend ptr aceélénnton ioUle et par accéléraliou 
UDgenlielle danste moa^ement curviligne d*iia poinl. Gomposition et 
décompositïon des accélérations. 



§ I. Nolions générales sur Vaccélération. 

fllS. Nous ne nous sommes occupéSi dans lechapitre IV^ 
que de l'accélération dans Ie mouvement recUligne : la iritesse 
conserve, dans ce cas, une direction constante» etraceélération 
est employee tout entière a faire yarier son intensité. Mais lor»- 
que Ie mobile se meut sur une ligne courbe , la i^itesse^ cons- 
tamment dirigée suivant la tangente^ varie a la fois en gran- 
deur et en direction^ et de nouTelles définitions deviennent 
nécessaires. 

!!•. DÈFiNiTiON DE l'acgélération TOTALE.— Soit ABla tra- 
jectoire d'un mobile (flg. 19) : soient M et H^ ses positions aux 
époques I et t+^0 vet v^ ses ^itesses a ces instants^ représen- 
tées, en grandeur et en direction^ par les tangentes HY, M, Y^. 
Menons, par Ie point M^, M^H egale et parallèle a HY, et joi- 
gnons HYj. Nous pouvons considérer (n»» 96, etc.) la vitesse 

M^Yj comme la resultante de 
la Yitesse HY et d'une autre 
vitesse HY^. Nous pouvons 
donc dire que cette dernière 
vitesse est celle qui, par son 
intensité et sa direction^ a 
transformé^ pendant Ie temps 
lig. 19. A r, la grandeur et la direction 

de la vitesse Vy et qui en a fait la vitesse v^. 

HY 
Il sera donc naturel de considérer Ie rapport ~ comme 
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ïaccéléraiion moyenne pendant Ie temps M (n» 53)^ et la direc- 
tion de HV^ comme la djrection de celte accélération. Si Ie 
temps At diminue et coniferge vers zéro, ce rapport varie et 
conyerge yers une limite linie : c'est cette limite que Ton 
nomroe Vaccéliration totale ou proprement dite du mobile au 
point ll> a répoque t. La direction de raccélération est la limite 
de la direction de HY^ dans les mêmes circonstances. 

Si lë mouvement est rectiligne^ cette accélération agit dans 
la direction de la trajectoire, et die est la limite du rappcMi 

* (no 53). Mais si Ie mouvement est curviligne, elle n'est 

pas dirigée dans Ie sens de la tangente a la courbe^ et elle agit 

pour cbanger a la fois la grandeur et la direction de la vitesse. 

IJLT. DÉGOMPdsiTiON DB i'agcéuëration TOTALE. —On décom" 

pose ordinairement 1'accéléraiion totale en deux accélérations^ 

Fune tangentieUe et Tautre normale. Pour cela^ concevons qu'a 

répoque t + \t, on abaisse la perpendiculaire HP sur V^^\^. 

On peut considérer la vitesse HY^ comme Ik resultante dqs deux 

vitesses HP et PV^. D'aprës cela, il est naturel de considérer 

HV 
raccélération moyenne -^ comme la resultante (pour la gran- 

HP 
deur et pour la direction) des deux accélérationsmoyennes — et 

PV ♦ 

— -; et cette relation subsislant quelque petit que soit A t, sub- 
ókt 

siste encore a la limite. On regarde donc raccélération to- 
tale^ au point M^ comme la resultante des deux accélérations 

HP PV 

lim. — et lim. -T— * ^ La première se nomme Vaccéliration 
A( At 

normale: elle est dirigée suivant la normale a la courbe au 

point U, du cöté de la concavité. La seconde est V accélération 

tangentieUe; elle est dirigée sui\ant la tangente, dans Ie sens 

du mouvement ou en sens contraire. 

ftlë. GOUBBURE ET RAYON DE GOURBURE d'üNE GOURBE.— Avant 

de donner les expressions analytiqués de ces deux accéléra- 
i Geile décom|>ofiiUoo sera d'afllcurs jusUiiée dans Ie paragraphe saivaat. 
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tioDs^ nous rtppeUefonf que Ie eerek osculaiêw d'une eouite 
AB, au point M^ est celui qui passé par ce polnt et par deux aulres 
points de la ooarbe inflnimeiit voMns; que son centre est sur la 
normale au point M, et que son rayon p se nomme Ie rayon de 
eamhurê de la courbe. Notre Intention n'est pas de dénKmtrer 
par quels calculs on arrive a Ia Taleur de p : nous dirons seule- 

ment que Pon a pris son inverse - pour mesurer la courbare 

au point M^ et nous ajouterons que cette courbure a pour ex* 

pression la limite du rapport — , t étaiit l'angle des deux tan- 

genles MV, H^ V,, et Ai Tarc HM, compris entre les points de 
contact* 

fll9. BXPiBSsioN DB L'Aoc*LiaATim iioiiiALB.«^Dana Ie 
triangle M, HP, HP = v sin t ; or on b éridemment : 
ro _ « sin • _ sint _^ Ai 

M~~Kr'~^' t Al" Ar 

Comme, il lalimitey lepremier memtireestraooélórationnonnaie 

Y„ et comme^ en outre, les limites de , 7-, -r-, sont res- 

t Al At 

pectivement !,-,«, il vient : y- = "-• W 

P ■ ? 

Ainsi Vaccilération normale en un point est U quotiënt du 

carré de la vitesse en ce point par Ie rayon de courbure de 
la trajecioire. 

190. EXPaKssiov OB l'agcélébatIob tabgbmtibllb. -**Le 
triangle HPV, donne; dr son c6té^ 

PV, = t?4 — t? cos e = Ui — t? + 2t> sin' ^6 ; 
PV, v^ — v 2i?sin'4« 



donc 



Al At ' A< 



,. I^V, .. v,~« 3«sin*ff 
donc hm. -ry = hm . —- h hm. .^ ^ 

Al Al Al 

Or Ie dernier terme est nul; car on peut écrire 
2«sin*4t sinlt t Ai . . 

Mais chacun des facteurs du second membre a une limite finie 
cottnue/èPexception du dérnier^ dont la limite est aéro: donc 
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il ce produit est nul ; et^ en désignant par y, raccélération tangen» 

* tielle, il vient : r* = Hm. ^^^ (2) 

iri ^* 

ui Ainsi Vaccélération tangentielle eit la dérivée de la viiesse con-- 

In sidérie comme fonction du temps. On remarquera que Taccélé- 

eli ration tangentielle, dans Ie mouvement cur\iligne, a Ia même 

expression que Taccélération totale dans Ie mouyement rec- 

* tiligne. 

^ M.91k. EXPRBSSioN DE l'aggélèration TOTALE.— Il résulte de 

ce qui précède que, si Ton représente par y raccélération totale, 

^ ei par B Tangle qu'elle fait avec raccélération tangentielle, 

* ona: (3) y' = ï«' + Yi% cos§=:I'. (4) 

I On reconnatt aisément, en appliquant les principes du n» 36, 

que les formules (i), (2), (3), (4), sont bomogènes. 

§ II. Composition et décomposilion des accélérdtions, 

i flSÜ. niFINITION DB LA BÉSrLTAllTE DB DECX ACCÉLÈRAT10NS. 

— Considérons encore deux mouvements quetconques, et leurs 
accélérations totales è l'é^oque I. Si nous menons> par un point 
quelconque M, une droite HA (flg. 20) egale et parallèle a Fao* 
célération du premier mouyement, et 
par Ie point A une droite AA^ egale et 
parallèle a 1-accélération du second mou- 
vement, la droite MA^ qui ferme Ie trian* 
gle MAAi est dite lu résultanle des deux 
„. .^ accélérations données : celles-ci sont sea 

rig. zO. 

eompo$anie$* 

flSS. rntovÈKE.'^l'aecéléraUon dn mouvement résultant 
de d»ux mowemenis donnés est la résuitanie des accélérations 
des deuso mouvements composants. 

En effet, considéronsles yitesses de deux mouvements queU 
conques et leur resultante , è deux époques très-voisines t et 
e + At Soii'nt OY, TV. et OV, des drOites égales et paralïèlesa 
ces yitesses, a Tépoque t, dans chacun des trois mouye* 
ments <fig. U). Soient de méme OU, UU., et OU, des droites 
égales et parallëles aux vitessea correspondantes a Tépoque 
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1+;X(. PuisqucOV et OU représcntent^ en grandeur et en di- 

rection^ les vitesses du premier 
mouYement aux époques t et t-^-M, 

VU 

— represente (n» 116) Taccélé- 

ration moyenne de ee mouYe- 
ment pendant Ie temps Ae. Paria 

même raison , -[~~ est Taccéléra- 

tion moyenne^ pendant lé même 
temps^ dans Ie mouvement résultant. De plus, si Ton 
mène UI egale et parallèle a VV^, et qu'on joigne lü^, Ie 

rapport — ^ représente raccéléralion moyenne du second mou- 

vement pendant Ie même temps. D'ailleurs la droile IV^ est 
egale et parallèle è ÜV. On peut donc dire que les accélérations 
moyennes dans les troismouvèments sonlreprésentées, èn gran- 
deur et en direction , par les trols cólés V,I, lÜ,, V,ü, du tnangle 
VjIUj. divisés reöpectivement par dl. Le triangle qtii a pour 
eötés ces trois accélérations moyennes est donc semblable de 
ferme et de positioo aVec Ie triangle V^IU,, et cette shnilitude 
subsiste, quelque petit que soit /it. Or, k la limite, les trois 
accélérations moyennes sont dévenues, en grandeur et en direc- 
tion, les accélérations proprróient dites è Tépoque t Donc l'ac^ 
célération du mouvement résultant ferme Ie triangle formé 
par les accélérations des deux móuvements composants : donc 
elle est leur resultante. C. Q. F. D. 

ftJtA. REMARQUE. — Le Icctcur aura remarqué que cette dé- 
monstration ne diffère pas de celle du n« 97, qui est relative a 
la composition des vitesses. Les conséquences doivent donc 
être les mêmes. Ainsi les accélérations se composent comme 
les vitesses, et comnle les mouvemenls. Il nous semble inutile 
de développer ces corollaires; il nous sufBra d^énoncer les 
régies auxquelles on parvient, regies dites dü paraUéhgramme, 
du paraïlélipipide, et du polygone des accélérations. 

195. PARALLÉLOGRAMVB MS ACCÉLÉRATIONS.— S« tOH COnS- 

truü un paraUilografdme, ayant pour cóUs ladjacents deux 
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draites qui repri9êntenty€n grandeur ei en directiony les aecéléra- 
iions de deux mauvementê a V époque ty la diagonale die ee paral^ 
lélogrammeipartantdu même sofMnet) représente, en grandeur 
el en directiony raccéléraüon du mouvement résultant (no 99). 
fljt#. coROLLAiRE.— De cette règle résulte Ie moyen de 
décompoeer une accélération donnée en deux autres (no 400). 

flSy. DEFimnON DE LA BÉSCLTANTE DE PLU81EUB8 AGCÉLÉRA- 

TiONS.— Si Ton appeUe accélération resultante raccéléraüon 
mesurée par la droite qui ferme Ie polygone construit en tra- 
^nt; les unes a la suite des autres^ les diverses accélérations 
eomposaates; on démontre, comme aux n<» 105^ etc.^ les deux 
régies sui\antes : 

198. PARALLÉL1PIPÈDE DES ACCÉLÉRATIONS.— 5t troiS arètCS 

contigues d'un parailélipipéde représehtent, en grandeur et en 
directiony les (Éccilérations de trois mouvements donnés, la dia- 
gonale, partant du même sommety représente, en grandeur et 
en directiony Vaccélération du mouvement résultant (n» 106). 
I!t9. coROLLAiRB.— 'De Ia résulte la possibilité de considérer 
Taccéléralion d'un mouvement quelconque dans Tespace, 
comme la resultante des accélérations de trois mouvements 
dirigés suivant trois axes donnés (n* 407). 

flSO. POLYGONE DES ACCÉLÉRATIONS. — 5t leS CÓtéS COtl- 

sécutifs ét une ligne polygonale représentent , en grandeur et 
en directiony les accélérations de plusieurs mouvements donnés, 
la droite qui ferme Ie polygone représente y en grandeur et en 
direction, Paccélération du mouvement résultant (n» 440). 

flSl. coROLLAiRE. — Quaud les accélérations sont paralléleSy 
Vacciléraliondu mouvement résultant est leur somme algé^ 
brique (n^ i\i). 

1S9. RELATIONS ANALYTIQUES ENTRE LES ACCÉLÉRATIONS.— LeS 

formules qui établissent les relations entre les accélérations 
composantes et Taccélératipn resultante sont celles que nous 
avons démontrées pour les vitesses. En voici Ie tableau : 
4» Cas de deux accélérations y, fi^ ayant une resultante r 
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Si lae d^ux aocélératioDi oompoeantes out des diredkHis per • 
liendiculajret entre elleB, on a (n» 103) : 

Y=rcos(y,r), Y. = roo»(T„r>, o) 

ri=T« + Y^ (8) 
2» Gas de troia acoélóratiooa rectaogulairea y, y^, y^ 
(n«108): 

Y=rcoa(Y,r), Y.=rco6(Y„r), r.=rooa(Tpr), (»} 

p=5Y«+7i'+Y/. m 

9° Caa d'un nombre quelconque d'accólérationa Yi> Yt««**> 
laisanty avec troia axea rectangulaires, dea anglea o^, 6., c.; o^ 
bv Cfi**' ^^ ^y^i^^ uii^^ resultante F, faisant les angles A^ B, C^ 
avec les axes (n» 143): 

rcosA = 2YCOsa, rcosB=2Y<^^b> rcosC=SYceae, (il) 
P = (ï Y COS a)« + (ÏY cos t)« + (S Y cos c)\ («) 
Gas particulier oü les accélérations composantes sontparal- 
lèles & un möme plan (n^ i U) :. 

rcosA = 2YCOsa^ T sinA=SYSinAi (^3) 
P3:(XY«08oj«+(2Y8ma)\ (U) 

tgA = |l^. (15) 
° lYCosa ^ 

ISS. APPLicATioN.-*Ua mouvement est déflni par les tnns 

équations x = f(i), yz^f(t), * = +(<), 

déterminer la grandeur et Ia direction de Taccélératicm a 

répoque t Puisque les mouvements dirigés suivant les axes 

sont rectilignes^ le.urs. accélérations sont {np 54) : 

Or Tacoélération du mouvonent résuHantost la résultidt* de 
4m accélérations; donc» en désignant sa valeu^par F* et les 
angles que sa direction fai t avec les axes^ par «, €, y» on a : 

r«=Y,»+Y/+T.% 

COS« = ^, cOS€=;> COSY=]^. 



CHAPITRE VIII. 

EXERCICES ET APPLICATIONS. 




134* PMEMiBK pkoblème: Mouvement €iBCULAiiiE.-*Ck>mine premier exem- 
ple, reprendns^ ï tin ptint de vué géa4rtl> 1« probtène d« o* 98 : 

ün pêini mêtériêl êê mem Mr urn cerMê O dé r «yM r (fig. ü), mee mie 
viieeee eemtênie a : •» pr fpM» ^éênêier ee mowemiBt. 
Équa^ion du tfiowement, —Soii A rorigine du mouvement : menons les 

axes Oo;^ 0^. Soit M la position du mobile 
k répoque i : on a AM = al.; donc Tangle 

ët 

AOM = — . Le mouvement peut étre con- 

sidéré oomoM. résultant de denx mouve- 

m^ts dirigés suivant Ox et Oy, et dont 

les équations soot (no 94) : 

at . al 

«zsrcos— , yzzzru^^: (l) 

en élevant au earré, et ajoutant membre 
Fi0. S2. ^ membre^ on trouve 

^ + y«=ft; (2) 

équation de la trajeetoire, .comme cela devalt étre. 

Viieeu.^Les vitesses des mouvements composants s^obiieonent en pre- 
nant les dérivées (no 21)^ et sont : 

. «^ «' 

•f, r=-i- « iin-i-, »,s= a cos — . (3) 

En agoatant les carrés de ces deux vitesses^ pour avoir la yitesse resul- 

Unte (n* 103), on a 

i;,« + t^/ = (^, W 

conmn on ponvait Ie prévoir. De plus, Tangle a que cette vitesse a fait avec 

Tam Ooff estdonné par la formule 

Vx at 

C08o=— =— sin -; (8) 

te qoi montr* qne Tangle a est égal k un droit augmenté de Tangle MOx, ou 
que te mreeékn de la vUeeee «n êameMe m eerele m M. 
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Accél&aiion,—Ln accéléralions des movfeneDto oomfMaDls som, en 
prenant encore une fois les dérivées (n« 54) : 



Yr= cos—, 

r f 



T,=-^sm~. («) 
Eb ajoatant lescsrrés, pour svoir racoélération résaltante (no 132), on iroure : 



a* , êi 

: sin ~. 

r r 



r«=:Y,« + Y,« = ^, d'oü r = *'; (7) 



de plus, Tangle A, que oelte acoéléralion &lt ayec.raxeOx, est donné par la 

formu'e 



Yr el 

COS A = ^=— C08-: (8) 



.ainsi l*angle A est Ie sopplénent de Tangle MOx : oeqni veut dire, que Vaccé- 
l&ütion eêtdirigée ttflveiil la n&rmale MO <m ven Ie centre. On voilque, dans 
Ie mouvement circulaire uniforme, raccélération totale est consUmment 

e* 

egale k - ,et qu^elle est normale lilaoourl>e. Pacsuile raccélération (angen- 

tlelle est nulle, ce qui doit étre, puisque Ie mouvement est uniforme. 

L*accélération, dans Ie mouvement circulaire uniforme, a une autre ezpres- 
sion : en désignant par w la viteae angulgire^ c*est-lHlire> Tangle déerit par 
lè rayon dans runltéde temps, on a e=:ri*i; par suite 
r=:r«t. (9) 

Enfin, si l*on désigne par h la hautetir due k la vitesse «r, de sorle que 
a* =: 2 gh, on a 



Izr 



Igh 



d'oü 



r=s. „., 



ce qui permet de oomparer Taccéléralion dans ie mouvement circulaire è 
raccélération due k la pesanteur. 

ISiS* SECOND PEOBLÈHE : MOIIVEHBNT SDR U CTCLOIDE— t/s Cefcle de royotlT, 

raule, $anê gUsser, sur une droite Ax (fig. 23), d'un mpuvement uniforme; on 
propoie d'étudier Ie mouvement d*un des points de la dr conférence. 
Équations dw mouvemen f, So\i O Ia position du t;ercle, lórsque Ie 

point mobile est 
sur la droite Ax, 
au point A: je 
prends cette posi- 
tion comme posi- 
tion initiale, et je 
mène 1'axe Ag, 
Solen t O' la posi- 
üon du cercle 4 
répoque I, et M la position du mobile ^.ce tnomeiU. D'apnèt renonce, Tarc 




Fig J5, 
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A'M estégal k AA'. On pe«t doM coBiklérer Ie mouTement da poiol M, qui 

part du repos en A^ comme résoltant de deux mouvementa uniformes ayant 

inême yitesse. I/un^ mouvemeDl de translation, porlerait Ie point mobile de A 

en A' pendant Ie terops I; Tautre, mouvement de rotttion autour du 

centre du cercle, Ie tranaporterait, pendant Ie même temps, de A' en H. 

Soit a la vitesse constante commune aux deux mouyements. On a immé» 

ai 
diatement : AA' =: at, are AM =: at, angle A' OM = —. 

Gela posé, Ie second mou?ement, de A' en M, peut lui-^néme étre considéré 
comme résultant de deux mouvements dirigés parallèlement ^ Kx et Ay. En 
vertu de Tun , Ie mobile se transporte de A' en P, ii la diatance 

A'P^O'Hzzr siD ~ : 

r 

en vertu de Tautre, il se transporte de P en M, k la dlstance 

PM = PH + MH = r — rcos~. 

f 

11 y a donc, en définitive^ deux mou vemen is, dirigés suivant kx, que Ton 

ajoute algébriquement» et un mouvement suivant ky. Par suite les équa- 

Uons sont : 

fl' ^t .... 

X zziU-^rsm--, y=:r — r cos-, (il) 

Eb éliminant / entre ces deux^ équations, on aurait Véquation de \a 
eyclMe, 

Viles«e.— Les vitesses de ces deux mouvemenls composanls sont (n^ 22) : 

Wx = fl — a cos — , f- = a sin — . (12) 
r ' r 

En faisant la somine des carrés, on trouve, pour valeur de la vilesse V, 

V« = 2a« — 2a«cos— , d'oü V = 2«»in^. (13) 
r 2r 

L*angle 6, que sa direciion &it avec Taxe ky, est donné par la formule 

. at 
flsm — 
Vg r at 

cos«=^=__^ = co.-. (U) 

2(i8m^- 
2r 

Ainsi Fangle SMT est la moitié de l'angle A'O'M : il est donc égal k Pangte 
MA'P. Donc la direction de ia vitesêe, c'esl-k-dire, la tangente è la cycMde, 
au point M, paste parVextrémté B' du diamêtrè A'B'. Par suite, la normale 
è la eourbe passé par Ie point A'. 

On auréit pu trouver immédiatement la vilesse V et sa direction au point M ; 
car elle est la resultante de deux vliesses égales è a, dirigées. Tune sui- 
vant MQ, l*auire suivant la tangente ML au cercle. Elle est donc dirigée sui- 
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▼»Bt la bISMCiricê lAê l*ia«lê LMQ » on wifMil M'. Dt plot » Mlt ast la 4'mi- 

poMle du losange oonslruit sur Ie c^té 4; or l*angle LMQ zzn — --> : donc 



« 9t 



1 angle B'MQ ï= - — jj;, el Tob a (n* 102) : 

sin — 
X=:— ï.=«sin^, d'oti Trsltfsliil^. 






Longueur dê to «y0M4#.— Gomma Ttrc «» dócrii »ur l« OHiHie, a pour déri- 
vée la vitesse y, on irouvera «et are en remontant k la fonction primitive, 

el Ton aura: # = — Ja cos j^ ; j^ + cöiw/. 

OU ^ = eonst. — 4 f cos — . 

" » . 

^ron prend Ie point A poMr origine des arcs, on doit avoir <?== O, pour 

I := O ; ce qui donne camt. =: 4 r : donc 

u z= 4f (1 - cos |^\ OU «=s«f 8ia« |j:., (io) 

Lorsqu'une révolution est accomplle, lorsque te poini A est en C, on a 

flf = 2iir, d'oü T-sz j: donc e=:8f. (!«) 

Ainsi rare AMB vaut quatre faisle diamètre du cercle générateur. 

Accélération,^Zn prenant les dérivées de Vx et de Vj , on aura les tateUR 
des accMrationa cottpoaaaWt : 

fl* at fl« ^ jMnx 

.r f r »^ 

Vaccélération a d^ne pour m^^eniM cimUanH r =. -- (iS) : 

el{^ «<f dirigée vers Ie centre du eircle mokik, puisque Tangle A^ qa'elle 
üli avec l'aie km, a pour ooainws 

yr at 

C0SA==p=3siB-. (19) 

Haym de cmwhure de la cyelMf,-^?Qnr obtenirV^^océlération normale, ü 

at 1^ ^ . 

faut multiplier r par cos (VMA' öu par sin r- ; on a donc y« = — sin — '. 
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BIftis <m flril (!!• I10>r qtt« PaeeéléMttoh normafe t pmir ex|>r«tt(OB géné-- 



rale — . Od a donc ici : 

P 



— I 

r 



at 
2r 



De lè on tire 



P 



4at 0^ 
P 2r' 



p=:4rsln r- = 2MA'. 



(20) 



Ainsi 2e ray<>ii de cowrburt de la cycloïde est doublé de la normale. 

On Yoit^ par eet exemple, comment les propri^tés du mouvement peuvent 
servir II demon trer Ifig propiïótés géométriquAs dettraJMloirei* ^ ^ 

ft 56' TROISIÈME PROBLÈttE : MOUYEHENT SUR LA CONGHOIdB DU GBRCLE.— l/JRtf 

liffne éroiie BB^, dè Imgueur dotmée Èp, Ht tangente #» m» milUu kèum 

eerde O de rayon r (fig. 24). Le 
^ pdnt A se meut nniformément sur la 
dr conférence mee une vitesse angu- 
laire a>, en même temps que la BroUe 
tournê 4Haeur du pmi n^êbüê, «Ttfii, 
mouvement uniforme et de même sens^ 




avec me vitesse m^gulmre ~ . On pro- 

2 



Fig. M. 



po$ê ji'étsuUer 
point B. 



lé ükduucttÊ^nt du 



Soit M la position du point B k TéfKKiae !• On peut regarder son mouve- 
ment comme résultant de deuk autres^ Tun qui a transporté la droite AB 
parattèiement k elle-mème en NI (son extrémllö A ayant décril uififomément 
rare AN)^ et Tautre en vertti duquel NI a tourné^autoor du pofm N et s'est 
placée en NM. 

Équation de latrajectoire. — Orla vitesse anguiaire du point A, c'est-è-dire« 
Tangle (iécrit par le rayon OA dans Tunité de temps^ étant 6>^ Tangle 

(O iat 

AON = »^ La vitesse «ngttUure du point B étant ^« Tangle IMI = -t"* 

Donc la droite NM prolongée pèssef en A. 

Ainsi^ pour avoir la position du point B, k un moment quelconque, il faut 

joindre le point de départ A k la position N que le milieu de la tangente oc- 

cupe è eet instant/ et prolonger AN d*une longueur NM egale k p. Donc, 

co/ 
en coordonnées polaires (Aa; éunt Taze polaire, ou — Tangle décrit MA x, 

et p le rayon vecteur AM), Téquation de Ia tnject<^ est : 

P = p+2r8in0. (24) 
Équatiotïs du mmnoement.^Vmr ohi^w les éqüations du mouvement, on 
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consHlère Ie mottvemeiit de B en I eonune féramni de deaz .monveiBeQts^ 
Tun de B en Q, Tautre de Q en I : on a, 

BQ=NS = r iina»f, IQ = AS=.r — r oosci»/. 

Puis on considère Ie moifrement de I en M comme résultant de denz moa- 
vemen ts, Tun de I en P, Taulre de P en M, et Ton a, 

.IP = IN - NP = p — p col^.^^ PM=p sin ^. 

Les équations des mou vemen ts composants aout done 

co/ 
d; = AR = AB+BQ — 1P, oa d; = r ainul-j-pcoe-r-, 

y =:MR=:IQ + PM, on .y =r — f cus «tl + psin-j. 

VtltfMe.— Les vitesses des mouvemenu composants sont donc (no 22) : 
VxTz: r« cos tö/ j- sin — , v, = r w sin wl + — - cos -5-. (23) 

Par suite U vHesse rèsuluute est 



V = |/ f •»« + ?^ + pr cöi sin ^, (24) 

et Tangle ol, que sa direction fait avec Ox, est donné par Ia formule, 

cosa = ^. (25) 

Oaserait arrivé immédiatemeot k la valeur de V, en la consMérant comme 

la resultante de deux vitesses^ Tuue égale k r a> et parallèle k la tangente NT, 

pa> 
Tautre égale k -^ et dirigée suivant MU : car ces deux directions font entre 



elles Tangle 



/is ü)A 



Dans Tune des questions posées cette année, k Paris; au concours d*ad* 
mission k TËcole polytechnique, Ie point A parcourait Ie cercle en 4« : ainsi 

^^ '^ . , . . j 

w = — = - : on avail, de plus, r = p =: 1» ; donc : 
4 2 



V=^/7 + -e + 7siny. (26, 



On demandait la vitesse au bout de 3> ; donc ^ = 3 ; comme sin -r- = -r-, 

4 2 



37C 1/2 

'T = 
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Aceéléraii(m,—lje& accélératioDs des iDonvements composants sont : 

flco* tat »w« II)/ 

Y* =— rw^sinco/ — cos^, y^ z:: rw* cosw/ --sin-—, (28) 

4 a 4 3 

et Taccélération resultante est : 



r=p/,.»* + '!l^+?!^\i„!l'. (29) 

Dans VappUcation précédente, on irouve: 

rz=jJ|/Ï7+T7ï. (30) 

157* EXERCÏCES pROPOsis. — ^Nous proposerous, en outre, les exercices 
saivants : 

i^ ün point matérielpesarU, place è Véquateur, tourne wee la terre, d'vn 
mouvement uniforme, en vingt-quatre heuret. Si, h un instant donné, il cessait 
tubitemént d*être soumis h Vaction de la pesanteur, il continuerait h se mou- 
vair, avec la mime vitesse, sur la tangente au point de départ, Mais, pour Vob* 
servateur situé au méme point , et eontinuant è tourner, il posséderait un 
mouvement relatif. On demande la lot de ce mouvement, et Véquation de la 
trajectoire. 

Cette conrbe est la développante du eerde» 

20 ün point matériel décrit un cercle de rayon r, avee une vitesse anguUnre 
constante cd ; on projette Ie cercle sur un plan qui fait avec son plan un 
angle O : la projection du point mobile décrit feUipse , projection du cercle^ 
d*un mouvement varié dont on demande la loi. 

On demon trera que lesaires décrites par Ie rayon vecteur p, mené du centre 
de Tellipse au point mobile, sont proportionnelles aux temps; que raccélération 
Y est dirigée Yers Ie centre, et qu'elle est proportionnelle au rayon vecteur . En 
désignant par^ Taire décrite dans Tunité de temps, et par a et Mes axes de 

^*' 
Tellipse, on trouvera y =: -r-rr p. 

3* Un point matériel pesant tombe librement du haut d'une tour très-élevée : 
comme la vitesse horizontale de rotation, autour de Vaxe des pöles, est plus 
grande è cette hauteur qu'au pied de la tour, il dévie et va tomber è une eer- 
taine distance ü Vest, sur la tangente au cercle diurne correspondante au 
point de départ. O» demande Vexpression de cette distance, 

Le mouvement relatif du mobile est parabolique, et sa vitesse initiale est 
horizontale et egale k la différence des vitesses de rotation au haut et au bas 
de la tour. En désignant par (o la vitesse angulaire de rctation de la terre, 
par li la hauteur de la tour, et par X la lalilude du lieu, on trouvera que Ia 

5 
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vitosse initiale est egale ^ ai A cos X^ que la durée de ia cliute est L/^ — , et 



-i/"- 



que la distance cherchée est co h IX — . cos X. 

^ 9 

40 Vn pomt matériel M parcaurt un are de parabolen de telle torte que 
Vmre décrUe par Ie rayon veeteur mené du foyer au mobüe {ei comptée èpar- 
tir du rayon veeteur mené au êeymei), eet proportienneUe au temps employé. 
On fait patier un cercU par Ie tommet ^ Ie foyer et lapotiiion variatie du pomt. 
On demande la lot du mouvement du centre de ce cercle, (Newton.) 

On reoonnalt immédiatement que Ie mouvemeiit est rectiUgne. Si 1'on dé- 
signe par k Taire décrile par ie mobile pendant l'unité de temps, on trouve, 
en appelant y i*ordonnée du mobile, è Tépoque I, et en calculant T^dre dé- 
crite pendant Ie temps t, Téquation 

Puis. en désignaat par 6 1'ordoitDée du ceq(re du ««rcle, on Mrouve : 
,_ l(* + 3y»» _»> 

Ainal h mewement ttt tmtfirme. 
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DE L'EFFET DES FORCES 

APPLIQUÉE8 A UN POINT MATiRlBi LIBRK, 



CHAPITRE I. . . 

NOTIONS GÉNÉRALES SUR L'INERTIE ET SUR LES FORCES. 

Pbogeammb : Loi de Tinertie relative au point matérieL^^Ëffcto divers des 
forees.^(]onditions de régalLté de deax forces, d'après lea effets qa'elUs 
prodiiisent sur UQ même corps ou sysième matériel.— Gomparaison des 
fgrces aux poids 1^ Taide du dynaiuomètre,-*L« kilogramme peut être 
pris pour unité de force. 



ftSA. Après ayoir étudié, dans Ie livre precedent^ les loit; 
du moifveiuent d'un point matériel, indépepdamment des 
cauaes qui Ie produisent^ il con^ient de rechercher coni'- 
ment oes causea sont liées aux effets que nous connaissons. 

§ I. De einertie. 

|IS9« Lois DB ViNBBTiB.— L'expérieDce conduit aux deux 
loiB suivantes, qui sont tondamentales en uiécanique. 

iQ ün point malériel en repoi nepeuê se metlre de lui-mime 
en mQu^metU : il persiste mdéfinim^nt dans son état de 
repos. 

3» ün point matériel en mouvement ne peut de lui-mtme 
modifier ni la grandeur ni la direction d$ sa vitesse : ce mouve* 
ment est rectiligne et uniforme. 

La première loi est évidente : il n'y a pas de raison^ pour 
qu'un point matériel en repos se dirige vers une région de Tes- 
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pace plutöt que vers uoe autre. Et si Ton voit des corps, mis en 
présence^ paraltre se mouvoir iponiatiimentf comme il anÏTe 
dans les phénomënes électriques et magnétiqueSi on reconnait 
que Ie mouvement est dü a des actiom mutuelles^ causes éma- 
nées des molécules elles-mémes. 

Il est encore évident, que Ie point matérielen mouvement oe 
peut sulvre qu'une ligne droite : car on ne voit pas pourquoi 
il s'écarterait de cette direction dans un sens plutöt que dans un 
autre. On ne voit pas non plus neltement pourquoi la vitesse ne se 
modifle pas : car tousles mouvementsque nous produisons, a la 
surface de la terre, se détruisent promptement, dès que la 
cause cesse d'agir. Cependant, en y réfléchissant avec atten- 
tion, on reconnait que ce sont des causes étrangères, qui dimi- 
nuent et qui finissent par annuler la vitesse du mobile. Ainsi 
une bille d'ivoire^ lancée sur un billard recouvert en drap> 
s'arrète au bout de quelques instants : si Ie billai*d est en mar- 
bre, Ie mouvement a une durée plus longue : plus la surface 
est polie^ moins la vitesse diminue ; et 1'on comprend que, si Ie 
frottement pouvait être anéanti , la vitesse demeurerait con- 
stante. 

La propriété, que déflnissentces deux lois^ se nomme Vinertie 
de la matière. 

140. GONSÉQUENGBS DB L'iNBRTtB.*^n pout citer quclques 
faits, qui sont des conséquences de Tinertie. Une personne^ 
placée dans une voiture lancée avec rapidité> prend un mou- 
ment en avant, si Ie cheval s'arrète tout d'un coup. De même 
un liquide , porté dans un baquet par un homme en mouve- 
ment, s'épanche en avant, s'il s'arrête brusquement. Une 
personne qui descend d'une voiture^ pendant qu'elle chemine, 
est exposée è tomber dans Ie sens du mouvement. Un ouvrier 
enmanche un martcau, en frappant contre Ie sol Textrémité du 
manche. 

Chacun de ces faits s'explique aisément, en remarquant, 
qu'en vertu de Tinertie, Ia personne, Ie liquide, Ie fer du 
marleau, persévèrent dans Ie mouvement précédemment 
acquis. 
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§ II. Des forces et deleurs effeU. 

1141. DÉFiNiTioif DE LA FORGE.— Puisqu'un poiot matériel 
ne peut modifier de lui-même^ ni son état de repos^ ni son étal 
de mouyement; il faut qu'une cause étrangère interyienne, 
toutes les fois qu'unemodification quelcon<|ue se manifeste dans 
1'état du point. Cette cause, quelle que spit sa nature^ a re$u Ie 
nom de force. Une force est donc une cavse quelconqt^j quimet 
en mouvement un point matériel enyepoSf ou qui modifie d'une 
maniere quekonque Ie mouvement qu'ilpossède. 

Il peut arriver qu'une force ne produise ni ue modifie Ie 
mouyement d'un point, si son efTet est détruit par une autre 
cause. Néanmoins elle tend toujours a produire eet effet. 

L'idée de la force nait en nous^ lorsque nous faisons un 
effort pour imprimer un mouyemént k un corps, ou pour mo- 
difier celui qu'il possède. Nous assimilons naturellement les 
autres causes de mouyemént a la force musculaire, parce 
qu'elles produisent des efllets analogues. Hais nous ne sayons 
rien sur la nature intime des forces. On yerra tout a Theure 
qu'il est cependant possible de les comparer entre elles. 

fl4!S. EFFETS DiyERS DES FORCES. — ^Les forccs produisent 
des effets très-yariés sur les corps : tantöt elles accélèrent leur 
mouyemént^ tantöt elles Ie ralentissent; souyent elles changent 
sa direction. Toutes les fois que Ton yoit la yitesse yarier en in- 
tensité ou en direction, on est certain qu'une force agit. Si la 
force cesse d'agir, Ie mouyemént deyient immédiatementrec- 
tiligne et uniforme, en yertu de Tinertie; la yitesse conserye 
sa dernière yaleur et sa dernière direction, aussi longtemps que 
Ie corps reste abandonné a lui-même. 

Une force, pendant loute la durée de son action, ne peut 
agir que d'tine maniere continue. Si elle soUicite un point maté- 
riel au repoS; par exemple^ elle lui imprioie une yitesse, qui, 
d'abord nuUe, yarie par degrés insensibles; de telle sorle 
qu'un temps fini est nécessaire, quoique trèS'Court quelquefois, 
pour produire une yitesse finiCy qui peut être sogyeni fort con- 
sidérable. On n'admet plus aujourd'hui, en mécanique, Texis- 
tence de forces instantanées, c'est-a-dire,produisant unbrusque 
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changement de titesse dans Ie mobile, sans Ie faire passer par 
les états intermédiaires : une force, si grande qu'ellesoit, ne 
peut produire, dads un temps infinlment petit^ qu'une vaHa- 
tion infliliment petite dans Ie mouvement. 

143. NOMs DIVERS DES FORCES. — Les forcesf re^oivent diffé- 
i'entes dénominations, stiivant les clrconstances oü elles agis- 
sent : ainsi il y a des forces d^attraction ou de rêpulsion; cer- 
talnes forces se nomment des poidsy d'autres sont des moteurs 
animésy d'autres s'appellent forces ilastiquei , forces molêcu-' 
laires. Lorsqu'une force ne produit pas Ie mouvement, elle 
détermine une pre^ston, une tension. Mals, quel que soit Ie 
nom qu'on leur donne, quelle que soit leur origine, elles sont, 
comme on va Ie voir, comparables les unes aux autres. 

§ IIL Comparaisov^ ei meswre 4e$ forceê. 

144. MESURE d'üne fokgk.— Trois éléments ontrent dans la 
déflnition mathématique d'une force; ce sont : son point d'ap- 
plication, sa direction et son intensité. 

Une force, qui agit.actuellement^ s'exerce toujours sur un 
point matériel : c'est son point d'application. 

Si Ie point d'application est en repos, la force tend foujoürs 
k Ie f^ire mouvoir suivant une certaine ligne droite : c'est sa 
direction. 

Pour mesurer Vintensité d'une force, il n'est pas nécessaire 
de connaitre sa nature. Nous disons que deux forces sont 
égaleSy lorsque, appliquées simultanément el en send contraire 
a un méme point matériel, elles n^altèrent pas sa vitesse; ou 
lorsque, appliquées successivement k un méme point en repos 
pendant Ie méme intervalle de temps, elles lui impriihent Ia 
mêmé vitesse. Ainsi la force élastique de la vapeur, qui pousse 
un piston, peut être égale è l'effort musculaire d'un homme ou 
d'un animale bien que ces forces soient de nature différente. 

Si deux, trois,... forces égales sont appliquées simultanément 
k un méme point dans Ie méme sens, elles constituent une 
force douhle, triple,.,. de Tune d'élles. 

Ces définitioQs conduisent immédiatement & la notion du 
rapport de deux forces quelconques, au moyen d'une com- 
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mune mesure. Et si Ton choisit une uniti de force, Tintensité 

de chaque force sera représentée par Ie nombre qui mesurera 

Ie rapport de cette force 4 Tunité. 
fl4ft. MPRÉSENTATiON 6RAPHIQUE b'ütïe porge. — Une force 

est eomplétement déflnie, quand on donne son point d^appli- 

catlon^ sa direction et son intensité. 
Ces trois éléments peuvent être re- 
présentéssuruneflgure;ilsufQt,pour 
cela^ de donner Ie point d'application 
M (fig. 25), de tracer, a partir de ce 
point ^ une ligne droite HF dans la 
direction de la force , et de prendre, 
P>e- 25- sur cette droite, une longueur MA, 

qui contienne autant d*unités linéaires que la force donnée 

contient d'unités de force. 

fl46. DÉtERBfmATION ANALYTIQUË DE LA FORCE. — AualytiqUC- 

ment, Ie point d*application M est déterminé par ses coordon- 
nées relatives a trois axes Ooc, Oy, Oz ; Fintensité, par Ie nom- 
bre qui la mesure; la direction, par les angles que la droite MF 
fait avec trois parallèles menées par Ie point M aux axes positifs. 

HM: f. PËSANTEUR ET Poms.— Parmi les forces les plus étu- 
diées, oö peut citer la pesanteur ou gravité, en vertu de laquelle 
les corps, abandonnés librement a eux-mêmes, tombent a la 
surface de la terre, en suivant, en chaque lieu, une direction 
constante, qu^on nomme verticale. Cette force agit sur toutes 
les molécules des corps, comme Ie ferait une force d^attraction 
dirigée vers Ie centre du globe. 

La somme des actions de Ia pesanteur sur toutes les molé- 
cules d'un corps, se nomme Ie poids du corps (voir Ie n" 31 i). 

1I4S. GOMPARAisoN DES poms. — Ou compare les poids entre 
eux, au moyen d'une balance. Le poids d'un décimètre cube 
d'eau distillée, ramenée a son maximum de densité, se nomme 
kilogramme. On prend le liilogramme pour' unité de poids. 
Tout poids s'évalue donc en kilogrammes, 

449. coMPARAisoN DES FORCES Aüx POIDS.— Pour comparer 
les forces aux poids, on fait usage d'instruments appelés dyna- 
momélres. 




Fiff, l«. 
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ISO. PE80N.— Le plus simple de ces appareils est lepesan 
du commerce (flg.26). Une lame d'acier ACB estrecourbée en son 
milieu C, et présente un certain degré 
d'élasticité : & Textréniité B de la bran- 
che inférieure est flxé unarc de eerde 
DE^ qui est divisé en parties égales vers 
sa partie supérieure, traverse librement 
la branche supérieure, et est terminé 
par un anneau E : a Textrémité A de la 
branche supérieure est flxé un autre 
are de cercle GH, qui passé librement 
dans la branche inférieure, et se tér- 
mine par un crochet H. Si, après avoir fixéTanneau E, on sus- 
pend au crochet H des poids différents , on voit la branche 
supérieure se rapprocher plus ou moins de la branche infé- 
rieure, et parcourir ainsi les di\isions de Tarc DE. On gradue 
rinslrument, en suspendant successivement au crochet divers 
poids étalonnés, et en indiquant leur valeur sur Tarc DE^ 
aux points oü s*arrête, dans chaque cas, la branche supé- 
rieure. 

DYNAMOMÈTKE A RESSORT A BOUDIM. — Uu RUtrO d^ïia- 

momètre se compose d'un ressort d boudin, AB 
(flg. 27), enfermé dans un cylindre. Une tige AC, ter- 
minée inférieurement par une plaque A sur laquelle 
s'appuie Textrémité inférieure du ressort, traverse 
librement Ie cylindre suivant son axe, et se termine 
extérieurement par un anneau C. Le cylindre, qui 
appuie sur Textrémité supérieure du ressort, porte 
inférieurement un crochet D, auquel on suspend les 
poids. Lorsque Tanneau C est fixe, le poids appliqué 
en D fait descendre le cylindre, et en fait sortir la 
tige AC. On gradue aisément la tige a 1'avance. 

ï»C 27- f5*. DYNAMOMÈTRE PONCELET.— MM. POHCelet Ct 

Morin ont imaginé un autre dynamomètre, composé de deux 
lames d'acier AB, CD (fig. 28), dontles extrémités sont réunies 
a Taide de boulons. Un anneau E est attaché au milieu de Tune 
de ces lames, tandis qu'un crochet G est flxé au milieu de 



tftl. 
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I'autre. Lorsqiie l'anneaii est fixe, et qu'on suspend des poids 

au crochet, on voit les milieux des 
lames s'écarter plusou moins; et eet 
écart est indiqué par une aiguille Hl 
qui parcourt un limbe divisé RS. On 
peut donc graduer facilement eet in- 
strument a Taide de poids étalon- 

K ^^^='=55==:=^-==s5*=*^ nés. Ce dynamomètre jouit d'ailleurs 

d'une propriété précieuse : c'est que 

E Fig. 18. les variations de Técart des lames 

ï sent, entre certaines llmites, proportionnelles aux poids qui 

t lui sont appliqués. 

I ft 53. UNITÉ DE FORGE : GOMPARAISON DES FORCES ENTRE ELLES. 

ï —On comprend aisément, comment^ a Taide d'un des instru- 
ï ments que nous venons de décrire, on peut comparer une 
i force quelconque a Taction de la pesanleur, etTévaluer en kilo- 
grammes: il suffit^ pour cela, de Tappliquer au dynamomètre^ 
et de lire^ sur Ia graduation^ Ie poids auquel elle se trouve équi- 
yalente. C'est pourquoi nous prendrons Ie kilogramme pour 
unité de force. 

Nous comparerons ensuite deux forces quelconques^ en deter- 
minant les nombres de kilogramroes qui représentent cha- 
cune d'elles, et en prenant leur rapport. 

ft54. REMARQUE. — Il est Yrai qu'un même corps pesant ne 
produit pas, en tous les points du globe, Ie même effet sur un 
dynamomètre, parce que la pesanteur augmente, lorsqu'on va 
de réquateur au pöle. Hais la différence est très-faible, et peut 
être négligée dans les applications de la mécanique. On pour- 
rait, d^ailleurs^ en tenir compte, et rapporter toules les indi- 
cations du dynamomètre a un même lieu du globe, a Taide de 
certains coefficients constants. 



CHAPITRE II. 

DE L*EFFET DTNE FORCE 

AGISSANT êVK CN POINT HATÉKIEL ISOU. 

PicwfU«R:Oii idmetfOMiin« principe eipérimental, que Feffet d*one force 
sur uu point matériel eil indépendant du mouvement antérieurement 
acquis par oe point ; e^est-k-dire que Ie mouvement dn point s^obtient par 
la composilion du mouvement rectiligne, dü è sa vitesse acquise, ei du 
mouvement que la force lui communiquerait, 8*il partait du repos.— 
Démontrer qu*il résulte de ce principe qu*une force constante, agissant 
sur un point matéri.el partant du repos, lui imprime un mouvement uni- 
formément accéléré.— Cas oü Ie point matériel possède une vitesse ini- 
tiale dans Ie sens de la force ou dans Ie sens contraire. — Réciproquement, 
si un point matériel est animé d*nn mouvement rectiligne uniformément 
accéléré, tl est toumis I une force constante. — Bsemples relatift è Ia 

' pesanteur.-^Le mouvement parabolique des projeetiles est une autre 
eonséqufiioe du principe énoocé d-desaus. 



§ I. Axiame eiippirifnentdl. 

ISS. ÉNONciDE l'axiome.— Lorsqu'une force agit stirun 
point matériel en repos^ elle lui communiqué un certaiti liiou- 
Tement qui dépend de son intensité et de sa direction. Si Ie 
point est en mouvement, au moment oü la force eterce son 
actlon^ Ie mouvement acquls antérieurement se compose avec 
celui que la force lui communiquerait s'il était en repos^ et Ie 
mouvement résultant est Ie mouvement réel du point a Tins- 
tant considéré. C'est ce que Ton énonce en disant que : 

Veffet d'une force sur un point matériel est indipmdant du 
mouvement antérieurement acquis par ce point. 

On ne démontre pas ce principe a priori; mais, en 
Fadmettant, on est conduit a des conséquences simples 
et remarquables^ qui toutes s'accordent constamment avec 
Fexpérience. On Ie vérifie ainsi, d posteriori^ en toutes cir- 
constances. 
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§ II. Mouvement produit par une force conitante, 

flS0. FORGS CONSTANTE.— On dit qu'une force est constante, 
lorsqu'elle conser\e, k tous les instants du mouvement, la méme 
intensité et la même direction. On donné ordinairement ce nom 
aux forces dont la direction seule varie, tandis que leur inten- 
sité reste invariable. 

mt. THÉOKÈME. — Üne force constante, agissantsur unpoint 
matériel libre et partant du repos, lui imprime un fnowcement 
recliligne uniformément acciléré. 

En effet, sous Taclion de la force^ Ie poidt matériel acqutert, 
dans Ie premief element de temps ^t, une vitesse élémentaire 
Al? dirigée dans Ie sens de la force elle-même. Pendant Ie second 
instant Af, Ie polnt conserve sa vitesse acquise At, en vertu de 
Tinertie (n^ 139) ; et il en acquiert une egale dans Ie même sens, 
en Vertu de Taxiome (n» 155), puisque la force est constante en 
grandeur et en direction : ainsi, k la fin du temps 2 Af, il pos- 
sède une vitesse 2 At?. En continuant ce raisonnement,.on voit 
qu'a la fin du troisième instant^ il possède dans Ie méme sens 
la vitesse 3Ad; et qu'en général, la 'citessé est proportionnelle 
au temps écouU, et eêt toujours dirigée dans Ie même sens. 
Donc Ie mouvement est rectiligne et uniformément accéléré 
(no 29). 

fl&ft. GAS DIVERS.— si Ie point matériel était animé d'une 
vitesse initiale t). dirigée dans Ie sens de la force, cette vitesse se 
composerait, k chaque instant, en vertu de Taxiome, avec celle 
que lui communiqüerait la force, et, comme elles sont de méme 
sens, elles s'ajouteraient ; de sorte que la vitesse variable du 
mobile croitrait, dans ce cas, de quaniités proportionnelles auöo 
temps. Le mouvement serait donc encore rectiligne el unifor- 
mément accéléré. 

Si la force était dirigée en sens contraire de ïa Vitesse, elle 
agirait encore sur le point matériel, comme s'il était en repos; 
mais la vitesse qu'elle lui communiqüerait k chaque instant, 
étant opposée k la vitesse initiale, ie mouvement rectiligne 
serait d'abord uniformément retardé. 

Ainsi, dans tous les cas, le mouvement est rectiligne et uni- 
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formément varié. L'accélération , dans ce mouvement, est la 
vitesse communiquée par la force au bout de Funité de temps. 

Ift9. BÉciPROQUE.— On peut démontrer aussi facttement 
que Ie tbéorème réciproque est vrai : Si un poinl matériel e$l 
animi d'un tMuvement reclüigne uniformimenl varié ^ il esl 
soumis a VacUon d'une force constante, dirigée suivant la méme 
droite que ce mouvement. 

En effet, !<> Ie point matériel est sollicité par une force; 
autrement, son mouvement serail uniforme (n^iSO). 

2o Cette force a la mème direction que Ie mouvement lui- 
même; autrement, elle produirait, a un instant donné^ une 
vitesse dirigée comme elle^ et qui, se composant avec la vitesse 
acquise, modiflerait la direction de cette dernière (n? 99). 

3<> Cette force est constante : car, Ie mouvement étant uni- 
formément varié, la vitesse varie de quantités égales en temps 
égaux, quelque petits que soient ces temps ; et la force qui, 
dans chaque instant ^t, produit constamment la méme varia- 
tion de vitesse, ne peut agir sur Ie mobile qu'avec une inten- 
site invariable, la méme que s'il était en repos. 

11 n'est pas nécessaire d'ajouter, que la force est dirigée dans 
Ie sens du mouvement^ s'il est accéléré, et en sens contraire, 
s'il est retardé. 

160. REMARQUE.— Il faut remarqucr avec soin, que Faction 
d'une force quelconque ne peut jamais déterminer un mou- 
vement rectiligne et uniforme : un mobile, animé d'un pareil 
mouvement, n'est actnellement sollicité par aucune force. Et 
si certains faits, qui se passent sous nos yeux, paraissent contrc- 
dire ce principe, on peut toujours y reconnallre Texistence de 
forces opposées qui se détruisent. Si, par exemple, nous voyons 
des chevaux obligés de déployer une action continue pour en- 
tretenir Ie mouvement uniforme d'une voiture, c'est que leur 
effort est employé a détruire, a cbaque instant, les frottements 
et les obstacles divers qui s'opposent a ce mouvement; et si ces 
résistances n'existaient pas, la voiture^ une fois mise en mou- 
vement, conserverait sa vitesse constante, sans avoir besoin 
d'ètre soUicitée par Ia traction des cbevaux. 
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§ III. Applications relatives a la pesanleur. 

fl6fl. FOBGE CONSTANTE DB LA PESANTEUR. — On a YU {üP 42), 

que, d'aprèsrexpérience, Ie mouvemenld'un corps pesant^ qui 
tombe dans Ie vide, a une petite distance de Ia surface de la 
terre, est uniformément accéléré. II faut en conclure que Ie 
poids du corps agit comme une force constante : cette force 
est verticale et dirigée de baut en bas. L'accélération qui lui est 
duc^ est^ comme on Ie sait^ g =: 9m^8088. 

Comme une force agit sur un point matériel en mouvement^ 
de Ia même maniere que s'il était en repos, on doit admettre 
que Taccélération est Ia même dans Ie mouvement ascendant 
que dans Ie mouvement descendant^ comme nous Tavons sup- 
posé (no 49). 

1L%9. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT PARABOUQUE DES COBP& 

PESANTS. — Le mouvement parabolique des corps lancés oblique- 
P ment dans Ie vide, est aussi une 

conséqueuce de Taxiome (n» 155). 
Supposons, en effet^ qu'un point 
matériel pesant soit projeté^ avec 
une vitesse initiale a^ daps une 
^^~^ direction AT qui fait avec sa pro- 
jection horizontale Aa; un angle 
donné « (flg. 29); et proposons- 
F'K. »». nous de trouver les équations de 

soa mouvement et ceUe de sa trajectoire. 

Comme Ia pesanteur agit dans Ie plan vertical qui contient 
AT^ le mobile ne sortira pas de ce plan. Prenons donc pour 
axes coordonnées Thorizontale Ax et la verticale Ay. Si le point 
matériel n'était pas pesant, il parcourrait d'un mouvement 
uniforme, sur la droite AT, pendant Ie temps t, un espace 
AP = at. Si, au contraire, il était soumis, sans vitesse initiale, 
k la seule action de la pesanteur, il parcourrait, sur Ay, pen- 
dant Ie même temps, d'un mouvement uniformément accé- 
léré, un espace AQ = Jgf(*. En vertu de Taxiome, il se 
trouve donc, a cette époque, en un point M, tel que QM = al. 
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PM = i gff* ; et ses coordonnées sont AR = j?^ RM = y . Or , 

AR = a(C08a, PR==aUioa, MR = PR-^PH: 
donc, les équations du mouvement sont ; 

m:=sateM9L, yasai sina^^^l*. (I) 
La fiteMe, en chaque poinl 11 , est la resultante de la vitesse 
initiale a et de la vitesse gt due a la pesanteuf : elle est tan- 
gente en M h la trigectoire. Sescomposantes sont évidemment: 
D^ssacostt, i>,aBa 8in«*--9l. (9) 
IM. ÉQtATiOM DB LA nuiiOTOiRE.— Eu éUmlnant I entre 
les deux équations (i), on obtient : 

o'est l'óquation de la trajectoire. Cette courbe est une parabole, 

dont l'axe est parallèle a Ay, et qui ett tangente en A a la 

droite AT. Si Ton désigne par h la hauteur due a la vitesee a, 

(no50);0aa: 

a« = a»*, (3) 

et, m suhstituant cette valeur dans Téquation^ il vient : 

ir* 

y = a?tang«— T-^ r-. (4) 

^ ° 4Acos*a 

fl64* AMPUTQDV w JET.— La parabole (4) coupe Taxe Aa: en 
deux points^ que Ton obtient ra posant y = o : ce qui donne 
«sOourorigine^et 

ap3=4ft sin«co8«j ou £r = 2ftsin2a. (S) 
Cette longueur^ facilo è construire^ et représentée par AB sur 
la flgure^ est Yomplitude du jet pardbolique. Pour une vitesse 
initiale donnée, elle atteint son maximum, lorsque sinSaza i^ 
OU lorsque « = 45o; alors Tamplitude est egale kih, G'est donc 
sous Tangle de 45» qu'il faut lancer un prqjectUe dans Ie yide^ 
pour qu'il tombe Ie plus loin possible. 

De plus^ la Yaleur (5) de x ne change pas^ quaod on y rem- 

place *« par ic^ 2a, OU « par I — «; donc VamplUude reste 

h mime, lorsqu'on lance succeisivement Ie mobile^ avec la mime 
vUesse, euivant deux directiom famni avec l' horizon des 
angles complimeniairei. 

!•(. SOtfVBTy AU KT DIREGTRIGK Dg U GOVBBB.-«-Le point 
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Ie plus éleTé de la tr^jectoire correspond^U yaleur piaximum 
d^y ; on Tobtient en égalant a zéro la dérivée du secood mwi-' 
bre de Téquation (4)« ce qui donne : 

Xi = h m 8 «, et, par suite, Vt^h liu* «. (6) 

Ce point est Ie tmnmet de la courbe^ et Téquation, xisJi sin i«, 
est celle de Taxe. Lorsque azzzA^^ y = th. Ainsi Ie prcjeetile 
s^élève, dans ce cas, a une bauteur deux fois plus petitQ que 
celle qui est due 4 la yitesse initiale. 

Ou Yérifie M^ém^nt que la directrice a pour équation 

» = A. (7) 

fl6#. F&oBLÈia,-<-On peut demaoder sous quel angle « il 
faut lancer h tnobile, wee une vites$e 4onnie, pour qu'il aitei- 
gn^ un point M donnépar ies coordonnéei p^ qt 

lies coordonnóeg du point M deyant satisfaire a Tóquarr 
tiga (4t), on résout cette équation par rapport It ripconnue a> 
et Ton trouTe successiTement « en rempto^ant Qps*« par sa 

valeur t— -r — ^, 

p> tang'oi -- ihp tang* + Ahq +p* = O, 

^h±l/ih' — Ahq—p* ,^, 
tanga= — ==Z Ji — £-. (8) 

Si les coordonnées p et 9 du point M vérifient Tinégalité 
4A» — 4*g — p»>0, 
Ie problème est possible^ et il a deux solutions; il y a deux 
angles de départ, sous lesquels on peut atteindre Ie point H. 

Si Ton a: 4A« — 4Ag— i>*s=0, (9) 

il n'y a plus qu'une yaleur de a, donnée par la formule 

P' 
Enfin Ie problème est impossible, si Ton a ; 

Or réquation (9) peut s'écrire ; 

p^^U{h-q)i 
elle représente une parabole dont Taxe est Ay, et dontle som* 
met est a la bauteur AG = A. Cette parabole sépare les points du 
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plan que Ie projectile peut atteindre sous deux directions diffé- 
rentes, de oeux qu'il ne saurait toucher : on la nomme para- 
bok de süreti. n y a donc deux soluiions pour tout point situé 
dans rintérieur de cette oourbe; il n'y en a aucune pour tout 
point extérieur, et il y en a une seule pour tout point situé sur 
lacouiiie. 

Si on lance Ie mobile, ayec la méme Yitesse, sous des angles a 
diflTérents, les tr^jectoires sout des paraboles qui ont toutes Ia 
méme directrice, y = A. Toutes ces courbes sont tangentes a Ia 
courbe(9), puisqu'elles doivent Ia rencontrer, et qu'elles ne 
peuvent Ia rencontrer qu'en un point. Cest pourquoi cette 
courbe (9) est ditela courbe enveloppe de toutes les paraboles. 

ISf. AUTRB pmoBLÉn.— On peut encore se proposer Ia 
question suiyante : ün projectile est lanci d'un point A, dans 
une direction connue AT, avee une vitesse ineonnue, et va ren- 
contrer en D une droite donnée CD : on demande la vitesse ini- 
tiale a (fig. 29). 

Prolongeons la verticale Ay jusqu'en C; la longueur CD se 
nomme la portie oblique du jet. Menons, en outre^ DlparaUèlea 
Ay. Si t représente Ie temps employé par Ie mobile a panrenir 
en D, on a évidemment : 

AI = a<, lD = \gP, 

A> * r • * . Af 4o* 

d'ou elimmant t, t=: = — , 

ID flf ' 



% 



et, par suite, ^ ItId 



m 



Or Ie quadrilatère ACDI est connu : car on donne AC et CD, ainsi 
que les angles lAC et ACD : on peut donc calculer AI et ID ; et 
Ia formule (10) fait connattre la \itesse a. 

16S. APPLICATIONS.— Cette formule peutserviradéterminer 
la vitesse initiale des veines liquides sortant d'un réservoir, et 
oifrant un jet parabolique continu. On peut encore Tappliquer 
a la trajectoire des bombes de Tartillerie. Il est vrai que nous 
avons fait abstracliondelarésistancede Tair; mais son influence 
est peu sensible , quand Ia vitesse initiale est peu considé- 
rable. 



CHAPITRE III. 

DE L'EFFET DE PLÜSIEÜRS FORCES 

AG18SANT SUR UN POINT MATÉBIEL ISOLÉ. 

pROGRAim : Indépendance mutiielle des effets simultanés de plusiènrs 
forces agissant sar un point maiériel isolé.— Deaz forces constantes, 
appliquées successivement è un méme point matériel partant du repos 
OU animé d^une vitesse iniliale de méme direction que la force, sont entre 
eltes comme les accélératioos qu'elles produisenl. — Conséquence relati\e 
au cas oü Fune des forces est Ie poids méme du mobile. 



§ I. Axiome expérimental. 

!••• ÉNONGÉ DB l'axiome.— Plusieurs forces peui^ent agir 
simultanémeat sur un même point matériel. Cfaaeune d'elles^ 
agissant seule^ produirait un cert^in effet ^ et Ie mobile rece- 
vrait ainsi de cbaque impulsion isolée un certain mouvement. 
Le mouvement réel n'est évidemment ni Tun ni Fantre de 
ces mouvements simples : mais on admet, comme principe 
expérimental^ que cbaque force imprime au mobile une accé- 
lération indépendante, c'est-a-dire que son effet est Ie même 
que si elle agissait seule. C'est ce qu'on énonce en disant que : 
L^actiond'une force sur un point. matériel isolé est indipen- 
dante de Vaction simultanée d'une autre force sur Ie méme 
point. 

IT'O. RBMARQUE.— Get aiiomc ne se démontre pas a priori. 
Ou Ie regarde quelquefois comme une conséquence de celui 
du no 155. Cependant on ne saurait méconnattre Ie caractère 
^lui les distingue. Dans Ie premier^ en effet, il ne s'agit que du 
uiouvement antérieurement acquis par Ie point matériel : dans 
celui-ci, au contraire, il est questioh du mouvement actuelle- 
»*cni modiiié par une force. Il n'est pas évident que Teffct 

G 
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d'une forcc sur Ie poinl matériel est indcpcndant de ce der- 
nier élat, par cela seul que nous admcttons cette indépen- 
dance dans Ie premier cas. 

§ II. Proporlionnalité des forces constanies et des accéUraiions. 

ITl. xntXiïiiM^.^Deux forces constantes y appliquies suc- 
cessivement a un méme point matériel partant du repos on 
animé d^une vitesse iniliale de méme direction que la force, sont 
entre elles comme les accélérations qu'elles produisent. 

En effet, soient deux forces constantes F et F^ et soient y et 
y' les accélérations qu'elles prodnisent. Supposons qu'il existe 
'entre ces forces une commune mesure cp^ de telle sorte que 
Ton ait : 

F = n^ F' = n>, d^oü 1 = ^. (4) 

Soit, en outre, ^ Taccélération produite par la force simple <p : 
en vertu de Taxiome precedent (n» 169); si Ton applique au 
mobile n forces cp dans Ie méme sens, elles produiront n accé- 
lérations indépendantes dont chacune sera egale a ^^et Taccé- 
lération totale sera n^. Ainsi la force n(p=:F produira Taccé- 
lération n^. De même^ la force n'cp= F^ produira Taccélération 
n^^/. On auradonc, 

Y = n4/, T' = n'^/, d'oü J, = ^. (2) 

On conclnt des égalités <i) et (2), 

^-l (3) 

F'-?- <^^ 

Ce raisonnement suli^iste^ quelque petite que soit la com- 
mune mesure <p ; on dolt donc regarder la formule (3) comme 
générale : c'est ce qu'il fallait démontrer. 

ITJI. coROLLAiRE.— n peilt arrfvcr que Tune des forces soit 
Ie poids même du point matériel. Soient p ce poids, et 
ff = 9%8088 Taccélération correspondante. On a, en vertu du 
théorème precedent, 

Ft f p 

-=i, OU - = -. 
P 9 Y ff 

Si d'autres forces constantes F', F'^j... sont appliquées succes* 
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sivetnent au même point materiele et lui impriment des accé- 
lérations iy y,... on aura de même : 

Ainsi Ie quotiënt du nombre qui mesure une foree constante 
appliquée d un point materiele divisé par celui qui mesure 
Vcu:célération qu'elle lui imprime, est un nombre constant et 
égal aü quotiënt du poids de ce point divisé par Ie nombre g. 

473. AüTRE coROLLAiRE. — Si Tori transporte Ie même point 
matériel en un autre lieu, oü Ie poids est p' et Taccélération g', 
on a, par la même raison^ 

- = ^- (5) 

Ainsi Ie rapport du poids d*un point matériel d Paccélération 
correspondante , est un nombre constant pour les différents 
lieua: d la surface de la terre. 



CHAPITRE IV. 

DE LA MASSE DTN CORPS ET D£ LA FORGE D'INERTIE. 

pROGRAHMB : Dé6nition de la masse. — Relalion eotre les forces, les masses 
et les accélérations. — De la force dMnertie ; son expression et ses effets. 
Sa mesure en kilogrammes pour diverses accélérations. — IntroducUon 
de la masse dans les équations du mouvement rectiligne ou curnligne 
' d*un 1)0101 soumis k Taclion de la pesanleur ou d*une force constante 
quelconque.— Notions qui en dériyent relativement au travail et k la 
lorce yiye. 



§ L J9e ta masse. 
1T4. MASSE D^uN POiNT MATÉRiEL.— On a Yu dans Ie chapitre 

P 
precedent (n» 473) que Ie rapport - est constant pour un même 

point matériel, quel que soit Ie lieu de Tobservation. Ce rap- 
port est ce qu'on nomme la masse du point matérieL La masse 
est une qualité inherente a un point matériel. En la désignant 
par m, on a (n© 172): 

F = mY, p = mg. (1) 
fl75. MASSE d'cn corps. — Deux points matériels ont même 
masse, lorsque les forces qui les soUicitent sont proportion- 
nelles aux accélérations qu'elles leur impriment. Si Ton réunit 
ces deux points par la pensee^ on obtient une masse dovhle. 
On congoit^ d'après cela, deux masses qui seraient entre elles 
dans un rapport quelconque. La masse d'un corps est la somme 
des masses des points matériels qui Ie composent. En dési- 
gnant les poids de ces derniers par p, p', p'^..., la masse H du 
corps sera 

9 9 9 9 

OU, en désignant par P Ie poids du corps, 

M = -, d'oü P = Mff. (2) 
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Ainsi^ la masse d'un corps s'obtient en divisani Ie nombrê qui 
mesure son poids, évaiué en kilogrammes^ par Ie nombre g. 

1711. CONSÉQUENGES : REVAKQUES. — Coiiime Ie uombre g est 
constant dans un mêmë lieu, on voit^ par la formule (2), què, 
dans ces circonstances ^ les masses des corps sont proportion- 
nelles d leurs poids. Ainsi la notioü de la masse se rattache a Ia 
quantité dematière plus ou moins grande que contient un corps. 

Comme la masse d'un même corps ne varie pas quand on 
Ie transporte d'un lieu dans un autre^ on voit aussi que les 
poids de ce corps, en différents lieiuc, sont proportionnels aux 
accélérations correspondantes. 

Puisque Ie kilogramme est pris^ a Paris^ pour unité de force^ 

i 

sa masse M = tt^?:^ = 0,102; et par suite, son poids dans un 

autre lieu oü raccélération est g\ sera, en kilogrammes, 
0,102 g'. 

La masse d'un corps est une grandeur suigeneris, qu'on 
ne peut comparer a aucune autre : elle est Ie quotiënt dune 
force par une accélération, la force étant évaluée en kilo* 
grammes, et Taccélération en mètres. 

f 9". DENSiTÉ.— La densité d'un corps homogene est la 
masse comprise sous Punité de volume du corps : si on la dési^ 
gne par p et Ie volume par V, on a-: 

M = Vp, et, par suite, P=:Vpff. (3) 

§ IL Relation entre les forces, les masses et les accélérations. 

178. RELATION ENTRE LES FORGES CONSTANTES, LES MASSES ET 

LES ACCÉLÉRATIONS. — La rclatiou générale (1) F = my, möntre 
que: 

Les forces constantes sont proportionnelles aux oêcélérations 
iu'elles impriment a une même masse ^ ou aux masses aux- 
quelles elles impriment la même accélération. 

Comme on a m = ^, il vient : 
9 

F=fY, (4) 

et cette relation détermine la force nécessaire pomr imprimer 
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a un corps dont Ie poids est connu une acoélération donnée, ou, 
au contraire, raocélération que lui imprime uneforce donoée. 

Ik f 9. BELATION BNTRE LES FOECBS VARIABLES, LES MASBES ET 

us AGciLiHATioifs.^La relaüon, F=:mY(i)« résolte deladéfl- 
nitioQ de la masse (n^^ 174), lorsque laforoeF est coofitaote etk 
mouvement rectiligne. Mais elle s'applique aux forces varia- 
bles et a un mouvement quelconque, et il est nécessaire de 
rétablir en général; car elle est une des plus importantesde la 
mécanique. Nous distinguerons deux cas. 

Puuiuca CAS : La farce F est variable, et Ie mouvement recti- 
ligne. Soit Y Taccélération a Tépoque t; on sait qu'elle est diri- 
gée, ainsi que la force, suivantla droite même que paroourtle 
mobile. Pendant un petit intervalle de temps comprenant Tin- 
stant considéré, Taccélération varie d'une maniere continue : 
soient A et Ai sa plus petite et sa plus grande valeur. On a: 

A<Y<A„ 
et, par suite, mA<my<, mA^. 

Or la torce F est évidemment comprise entre les forces coo- 
stantes m A et mA^ (n^ 171) ; donc F et Ie produit niY sont oom- 
pris entre les mêmes limites : mais ces limites deviennent 
égales, lorsque Ton reduit Tintervalle de temps k Tinstant 
matbématique considéré; par conséquent, F=mY. 

On arriverait immédiatement a la méme conséquenoe, en 
considérant la force F comme constante pendant un temps in* 
finiment petit. 

Deuxième gas : La force F est quelconque, et Ie mouvement 
curviligne. Le mouvement du mobile, a une époque quóloon- 
que t, pendant un temps infiniment petit, pent être considéré 
comme résultant du mouvement du a la vitesse acquise ei du 
mouvement du a Taction de la force F pendant ce temps 
(no 155). Par suite, l'accélération du mouvement est la resul- 
tante des accélérations de ces mouvements composants (o9 123). 
Or, le mouvement du a ]a vitesse acquise étant uniforme , son 
accélération est nuUe : donc l'accélération resultante n'est 
autre que Taccélération y due a la force F. Mais cette force peut 
être considérée comme constante pendant Félément de temps * 
elle est donc é^ale a my, et dirigée dans le même sens que y. 



DE LA MASSE D'ÜN CORPS ET DE LA FORCE D'INERTIE. 87 

Ainsi^ en géoéral, dans tout mouvement rectiligm ou curvi- 
ligne, la force est egale au produit de la massepar raccéléra^ 
tion, et eUe est dirigée dans Ie sens de Vaccélération. 

§ IIL, De la force d*inertie. 

HSO. PRINCIPE DE l'ÉGALITÉ DE L'AGTION ET DE LA RÉAGTION.— 

Supposons qu'un corps soit soumis a raction d'itne force con- 
Mante, par rintermédiaire d'un ressort doDt.la masse soit né- 
gligeable. L'expérience constate que. Ie ressort se t.end d'une 
maniere invariable; il est donc soUicité par deux forces égales 
etcontraires. L'uned'elles, appliquéea Tune des extrémités du 
ressort^ est la force qui produit raccélération ; Tautre^ appliquée 
a 1'extrémité liée au corps, est la réaction du corps. Ainsi, dans 
ce cas, Vaction est egale et contraire A la réaction. Ce principe 
s'applique au cas oü la force est -variable , parce qu'une force 
\ariable peut être eousidérée comme constante pendant un 
temps infiniment petit. 

HSl. FOi^GE d'inertie. — Cctte réaction du corps se nomme 
^ force d'inertie, Pourcoraprendre Ie sens de cette expression, 
il faut remarqu^r que, lorsque nous cberchonsa faire mouvoir 
un corps nous éprouvons une certaine résistance qui constate 
peur nous Tinertiede la matièr^ : c'est a qe point de vue que 
cette réaction a été appelée force d'inertie. 

Mais on a étendu naturellement cette notion au cas oü Tac- 
tion s'exerce sur Ie corps, sans intermediaire visible, et Ton a 
toujours trouvé les phénomènes observés en accord parfait 
avec les calculs fondés sur cette hypothese. C'est ainsi que 
rattractiop du soleil sur la terre est néces^rement accom- 
pagnée d'une attraction egale et opposée de la terr^ sur Ie 
soleil : Tune est Taction exercée sur la terre, Tautre ^st la ré- 
action OU la force d'inertie de la terre. . . 

1IS!9. EXPRESSION, MESURE JET EFFETS DE LA FORCE d'iNERTIE. 

--Puisque la force d'inertie est egale et directemeiat opposée a 
la force motrice F, il en résulte qu'elle a pour expression —ihy; 
et lorsqu'on saura (chapitre V) décomposer la force F en forces 
dirigées suiyant des axes fixes, ou en forces tangentielle et nor- 
male, on pourra décomposer la force d'inertie de la même 
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maniere ; ses composantes seront toujoars égales et opposées a 
celles de Ia force F. 
Pour éyaluer en kilogrammes la force dlnertie, il sufQra de 

remplacer dans son expression la mrasse m du mobile par^, 

cequidonnera-— p-. Le poids p étant connu^ ainsi que Ie 

nombre g, Texpression fournira la grandeur de la force d'iner- 
tie, dès qu'on remplacera Faccélération y par sa valeur. 

Quant aux effels de la force d'inertie, nous les reconnattrons 
et nous les signalerons dans les diverses applications qui ter- 
mineront ce livre. 

§ IV. Introdtiction de la masse dans les équations du mouve- 
ment produit par une force constante. 

ISS. NOUVELLE FORME DES ÉQUATIONS DU MOCYEMENT CNIFOR- 

MÉKENT YARiÉ. — Supposous qu*un poiut matéricl, de masse m, 
soit soumis a Taction de la pesanteur, ou a celle d'une force 
constante quelconque F, qui lui imprime un mouvement rec- 
tiligneuniformément yarié; les équations du mouvement sont 
(nos 30 et suivants) : 

« — t?. = Yt, a?— a?»=:t?.( + iY^% F = mY. 

F 

On tire de la dernière, y = — > (^) 

et substituant cette valeur dans les deux autres^ on a : 

F i F 

(6) v — v. = --<, X — a?. = i?.t + ^--t», (7) 

équations dans lesquelles F doit avoir le même signe que y 
(no 30). 

•S4. THÉORÉMB i«r : QUAirrrrÉ de mouvement, impulsion. — 
De réquation (6), on tire : 

mv — mi?o=Fl. (8) 
Or le produit mv de la masse du mobile par sa vitesse a Tépo- 
que t, se nomme sa quanlité de mouvement: le produit F I de 
la force par le temps pendant lequel elle a agi s'appelle quel- 
quefois Vimpulsion de la force pendant ce temps. La for- 
mule (8) démontre donc ce théorème : 
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Lorsqu'une foree constante agit, pendant un temps t , sur un 
point matériel en repos ou animi d'une vitesse initiale de méme 
direction que la force, la variation de la quantité de mouve* 
ment est egale, pour la grandeur etpour Ie signe, a Vimpvision 
de la forcé pendant ee temps. 

ÜSS. GOBOLLAiRES;— lo PouT UD autre poiDt> de masse m^, 

soUicité par une autre force F', pendant Ie méme temps t, on 

aurait : m/v' — m'vj = F' t. 

^ , . mv — mVo F ._. 
On en conclut —7— ; — : = ^. (9) 

Ainsi ks quaniités de mouvement acquises, pendant k méme 
temps, par deux points matériek différents, sont proportion- 
neUes aux forces constantes qui ont pu les produire. 

2o Si^ dans la formule (8)^ on suppose i?» = O, on a : 
mv = ¥t. (10) 
Ainsi la quantité de mouvemsnt possédée par un point matériel 
est égakypour la grandeur etpour Ie signe, a Vimpulsion qu'il 
a regue depuis qu'il a commencé ase mouvoir. 

3»* Si, dans la formule (8), on pose t? = O, on a : 
mVo==— F«. (11) 
Ainsi la quantité de mouvement possédée par un point matériel 
est egale et de signe contraire a l'impulsion nécessaire pour te 
ramener au repos. 

IL S6. THÉORÈME 2"« : FORCE vivE, TRAVAiL.— Éliminons main- 
tenant t entre les équations (6) et (7) ; et, pour Ie faire simple- 
ment, élevons les deux membres de Téquation (6) au carré, 
après ayoir fait passer v.dans lesecond; puis, multiplions les 

F 

deux membres de Téquation (7) par 2 ^. Il yient : 

m 

V*=ZVo' + ^Vj'^ + —t\ 

m m^ 

F FF* 

2- (ar — aJo) = 2i?o^— + —t*: 
w ' ' m m\ 

F 

et, par suite, v* = t?o' + 2 — (a? — Xo), 

dou — ^- = F(a?-j?.). (12) 
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Or Ie produit mv* de la masse d'un point matériel par Ie carré 
de sa Titesse, a Tépoque i, a re^u Ie Bom de force vive, et Ie 
produit F (x — s.) de la foroe par Tespace qu*eUe lui a fait par- 
courir, s'appelle Ie travail de «ette finrce. La formiile (12) dé- 
montre donc ce théorème : . 

Lanqu'une force eonsianU agit, pendant un eertain feitops^ 
sur un point matériel en repos ou animé d^une vitesse initiaie 
de mime direclion que la force ^ la demi^variation de la force 
vive est igale, pour la grandeur etpour k signe^ au travail de 
la force pendant Ie méme temps. 

ISV^. coROLLAiiiES.-^i Toa . f alt sucoessiveinent, dans Ia 
formule (i2), Vo = O, v='0, on a : 

(13) : ^ = ¥{x^x.h ^•'=-F(a:-a:.); (U) 

donc Ia demi-force vive possédée par un point matériel est 
egale, pour la grandeur et pour Ie signe, au travail qu'il a 
regu depuis qu'il a commencé a se mouvoir : elle est égdle ei 
de signe contraire au travail nécessaire pour Ie réduire au 
repos. 

1S8. ASMAaQUE8.«-Le mot force est, dans Ie théorème 
precedent^ détourné de sa signification ordinaire. Nou« né 
Tavons employé jusqu'alors que pour indiquer un effort^ une 
pression ou une traction, exprimables en kilogrammes; ici, 
au contraire, Ie nom de force vive est appliqué au produit 
complexe d'une force par un espace parcouru. On peut regretter 
que Ie mëme mot soit ainsi adopté pour représenter des notions 
fort distinctes. 

D'un autre cöté, ce n'est pas la quantité mv*, mais sa moitié 
qui entre dans les énoncés des théorèmes les plus importants 
de la mécanique; et il est facheux d'avoir un nom pour repré- 
senter Ie doublé d'une quantité que Ton rencontre a chaque 

instant. Il vaudrait mieux donner ce nom a Texpression -^; 

et, si nous ne Tavons pas fait ici, ce n'est que pour nous con- 
former a Tusage généralement établi. 
189. APPLICATIONS.— 4 o Uu moutou, dont Ie poids estp, 
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tombe sur un pieu^ d'une haüteur A : sa \itesse est v, a la fin 
de sa cbute. L'équation (13) du travail donne 

or p =fng, 

donc v^zzz^gh. 

Et Ton retrouve ainsi une formule Importante^ que nous avons 

démontrée ailleurs (n» 43) , (i'une maniere toute difiPérente» 

^ Une balie^ ayant uu poids p, sort d*un fusil, avec une 
Yitesse donnée v : si Ton admei que la force qui Ta laiicée 
soit demeurée constante depuis Ie départ^ les équations (10) et 
(13) deviennent 

9 ' ^g 

et toumissent llntensité de Ia force ^ quand on conhatt^ soit Ie 
temps de raction, soit Ia longueur du canon. 

Pour les fusils de munition^ on a, ordinairement, t?= 500>n, 
p = 0^,0258, et la longueur du canon j? = l«»,lÖ- On en tire 
F=;299k. 

lOO. Nous généraliserons^ dans Ie liyre suiyant (n» 235), 
les notions élémentaires que nous venons de donner sur Ie 
travail et Ia force vive. 



CHAPITRE Y. 

COMPOSITION. DÉCOMPOSITION ET ÉQÜILIBRE DES FORCES 

APPUQDÉES A UN P0I9T MATitlBL LIBRB. 

PROGBAVMB : Gomposilion et décomposition des forces appliquées 2i un méme 
point matériel libre, déduites da principe de l*indépendance des effeis 
limaltaoés des forces. — Condition de Téquilibre des forces appliquées è 
un méme poinl. Elle esi indépendanle de rétat de repos ou de mouve- 
ment du point. 



§ 1. Composition et décomposition des forces. 

191. LEMME : BÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORCES. — ^Un pOint 

matériel peut être soUicité simultanément par plusieurs forces 
différentes ea grandeur et en direction; mais il est évident 
que, sous leur action^ Ie mobile ne peut prendi-e qu'un mauve-' 
ment unique et déterminé. On comprend d'ailleurs quil serait 
possible de produire ce mouvement, en appliquant, dans sa 
direction même, une force convenable au point matériel. Par 
conséquent toutes les forces peuvent être remplacées par uqe 
force unique. 

Une force qui produit ainsi Ie même effet que plusieurs 
autres se nomme leur resultante, et les forces données en sont 
les composantes. Donc : 

Des forces, en nombre qmlconque, appliquées d un même 
point matériel, ont toujours une resultante. 

1.09. THÉORÉME FONDAMENTAL: PARALLÉLOGRAMME des FORCES. 

'^Deux forces, appliquées d un méme poinl matériel, et repré- 
sentées, en grandeur et en direction, par deux lignes droites 
tra^ées a partir de ce point, ont une resultante unique, repré- 
sentée, en grandeur et en direction, par celle des diagonales du 
parallélogramme construit sur ces droites qui part de ce point. 
Pour Ie prouver, considérons d'abord deux forces con- 
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stantes F^ F^ (fig. 30), agissant simultanément sur Ie point M 

au repos, dansles directions Mx, Hly, 

^/ et représentées en grandeur par les 

' y droites MA, MB; et construïsons Ie 

yC- — _^__^-^* parallélogramme MACB. Soient y et 

^^^^Z^^^^^^^?^'""^^ Yi les accélérations constantes qu'elles 

^ p A F ac imprimeraient séparément au mo- 

Fig. 50. bile. En vertu de la première^ Ie 

point matériel parcourrait sur Mo?, dans Ie temps t^ un espace 

HP = ^ Y ^' 9 ^^ vertu de la seconde, il parcourrait sur My , dans 

Ie même temps, un espace MQ = PI = { y» e*. Or, il y a indépen- 

dance mutuelle entre les effets simultanés des deux forces 

(00 169). Done les équations du mouvement sont : 

x=Ui\ y = h,t% (4) 
et celle de la trajectoire, qu'on obtient en éliminant t^ est 

y = -*^. (2) 

Cette équation (2) étant du premier degré, Ie mouvemenl est 
rectüigne. 
D'ailleurs, puisque Ton a : 

on Yoit, en joignant MI, que les triangles MPI, MAG sont 
semblables, et que Ie point I est sur HG : donc Ie mouvement est 
dirigé suivant la diagoncUe AG. 

Enoutre, p = ^, ou MI=^.MP. 

Mr 
OU MI = |Y.^.t^ 

Donc Ie mouvement est uniform^ment accéléri, et la force qui 
Ie produit est constante. 

MC 

Enfin Taccélération de ce mouvement est t-zfr. En la dési- ' 

MA 

gnant par r, on a : - = irr- 

Y MA 

Or, MA est la force qui produit Taccélération y ' donc celle qui 
produit Taccéléralion T est reprcscntée par MG (n« \ 71). G.Q.F.D. 
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193. REMARQUES.— Si les deux forces F, Fi^ sont variables 
en grandeur et en direction^ il n'en est pas moins \rai qu'a 
un moment donnés cbacune d'elles a une \aleur et une direc- 
tion parfaitement délerminées^ et que leurs variatians ulté- 
rieureê ne sauraient avoir aucune influence sur leur compost- 
iion présente. On peut donc^ a ce point de vue^ 1^ considérer 
comme inyariables; et Ie théorème se trouve ainsi démontré 
dans toute sa généralité. 

Toutefois on ne peut plus affirmer que Ie mouvement est 
uniformément aocéléré, et qu'il a lieu suLvant la diagonale du 
parallélogramme. 

Si Ie mobile avait une vitesse initialej elle n'aurait aucune 
influence sur Teffet des forces (n^^ iSS) : Ie théorème subsiste 
donc encore dans ce cas. 

1.94. COROLLAIRB : DÉCOMPOSITION d'UNR FORCB BIf HBÜX 

AUTRE8. — ^11 résulte de ce théorème que l'on pourra toujours 
décomposer une force R (fig. 30) en deux autres, ayant des 
directions données Mo; et VLy. On pourra encore la décomposer 
en deux autres^ Tune d'elles ayant une grandeur MA ei une 
direction Ux données. On pourra enfin se donner les gran- 
deurs des deux compoisantes avec la grandeur et la direction 
de la resultante. Il s'agira, en effet^ dans chaque cas^ de con- 
struire Ie triangle MAC avec des données suffisantes. 

fl95. RB]iARQUE.--^Deux forces queiccmques se oomposant 
comme deux mouvements^ ou comme deux vitesses^ ou conune 
deux accélérations, il en sera de méme pour nn nombre quel- 
conque de forces appliquées simultanément è un même point 
matérïel. Ainsi^ et sans qu'il soit nécessaire de répéter les rai- 
sonnements déjk connus, on comprend que les régies du paral- 
lélipipède et du polygone des vitesses ou des accélérations^ 
ainsi que leurs réciproques, subsistejit pour les forces. Nous 
nous bornerons a les énoncer. 

196. PARALLLÉLIPIPÈDE DES FORCES. — 7Vot5 forCCê appU- 

quées d un méme point, etreprésentées, en grandeur et en direc- 
tion, par trois droites tracéès a parlir de ce póint, ont une 
resultante unique, représentée, en grandeur et en direction, par 
la diagonale du parallélipipède construit sur ces trois droites» 
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De la résulte la décomposition d'une force en trois autres. 

t.97. POLYGONB DES FORCÉs.— Si p/iisietirs forces sont oppK- 
quées è un même point matériel, et qu*on construise une ligne 
polygonale partant de ce point, dont les cótés consécutifs repré- 
sentent ces forces en grandeur et en direction, la droüe qui 
ferme Ie polygone représente leur resultante én grandeur et en 
direction. 

1.0S. GOBOLLAIRE. — Si toutcs les forccs sont dirigies suivant 
la même droite^ la resultante est leur somme algébriqus. 

lOO. RELATIONS ANALTTIQUES ENTRE LES FORCES ET LEUR RESUL- 
TANTE. — Les formules qui établissent des relalions entre les 
yitesses ou accélérations composantes et la resultante subsis- 
tent aussi peur les forces. Ainsi^ en désignant les forces par F, 
F^, F', etc, et leur resultante par R, on a (n» 132) : 

i^ Cas de deux forces : 

F _ V _ K 

sin (F', R) ~ sin (F, R) sin (F, F')' ^ ^ 

R« = F* + F'« + 2 FF cos (F, F') ; (4) 
Cas particulier de deux forces rectangulaires : 

F = R cos (F, R), F = R cos (F, R), (5) 
R!=zF« + F«. (6) 

2» Gas de trois forces rectangulaires : 
F = Rc08<F,R), F = Rcos(F,R), F' = R cos (F^ R), (7) 
R«=:F* + F*+F'*. .(8) 

On volt que chaque force est la projection de la resultante sur 
la direction de la force. 

3«> €asd\in nombre quelconque de forces : a, 6, c, af, 6', c',... 
A, B, C, désignant les angles des forces F, F',... R , avet; trois 
axes rectangulaires flxes passant par Ie point d'application^ on a : 
R cos A=2F cosa, R cosB=2F cos 6, R cosC = 2F cosc> (9) 

R« = (SF cosa)*+ (SF cos6)«+ (2Fcosc)«. (iO) 
Cas particulier oü toutes les forces sont dans un même plan^ 
qu'on pren.d pour plan xy : on sl: 

RcosA=2F cosa, R sin A = SF sina, (H) 
R« = (2F cos a)« + (2;F sin ay. (12) 
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900. GOMPOSANTES, TANGEÜTISLLE BT MORMALE, DE LA FORGE^ 

DANS UN MOUVEMENT QUBLGONQCE.— On a ¥u (noil7) (\ne, dansuD 
mouyement quelconque, raccéléraüon y se décompose en deux 

accélérations; Tune est tangentielle et égale a Urn. *~ - , Tautre 

estnormaleetégaleè — . Puisque les forces se composent comme 

P 
les accélérations, il en résulte que la force m^ (n» 179} a pour 

composante tangentielle m . lim. -^^^^etpourcomposante 
normale ou ceniripète — . 

SIOI. COMFOSANTBS, TANGENTIELLE ET NORMALE, DE LA FORCE 

D'iNERTiE.~On a VU aussi (n» 181), que la force d'inertie est 
égale et opposée a la force motrice : elle a donc pour compo- 
sante tangentielle —m.lim. '"^ , et pour composante nor- 
male . Gelte dernière, dirigée du c6té opposé au centre 

P 
de courbure, se nomme la force centrifuge. 

902. THÉORÉME.— En général, puisque les forces se compo- 
sent et se décomposent comme les vitesses et les accélérations, 
on voit que, si Ia vitesse v d'un mobile, de masse m, a pour 
composantes parallèles a trois axes v,, Vy, t?«, et si Taccélération 
Y a pour composantes y,, Yt, y», la force F = my, qui sollicite Ie 
mobile, aura pour composantes mY<, tn^y, my,, Ainsi la pro- 
jection du point mattriel sur un axe se meut comme sHl était 
animé, a chaque instant, d'une vitesse égale d la projection de la 
vitesse, et comme s'il était sollicite par une force égale d la pro- 
jection de la force sur Ie méme axe.. 

§ II. Equilibre des forces appliquées d un méme point. 

!tOS. DÉFiNiTiON GÉNÉRALE PE l'équïlirre.— On dit, CU géué- 
ral, que plusieurs forces, appliquées d un système quekonque , 
se font equilibre y d un instant donné, lorsque^Tétat actuel du 
système (repos ou mouvement] n'est pas influencé par la pré- 
sencede ces forces. 
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Si Ie système est en repos, refiFet des forces ne doit pas trou- 
bler eet état; il y a équilibre slalique. Si Ie système est en mou- 
vement, les forces ne doivent pas modifier Ie mouvement; il 
y a équilibre dynamique. 

204L. THÉORÈME : GONDITION DE L'ÉQUILIBRE DES FORCES APPLI- 

QüÉES A üN MÊME POiNT. — LoFsquc plusieurs forces agissent sur 
un même point matériel entièrement libre, il faut el il suf- 
fity pour r équilibre, que leur resultante soit nulle. En efTet, 
si réquilibre existe, Ie point matériel est abandonné a son 
inertie (n» 139); par conséquent, ou il est en repos, ou son 
mouvement est rectiligne et uniforme. Il est donc dans Ie 
même état que s'il n'était soUicité par aucune force ; en d'au- 
tres temies, la resultante est nulle (n» 191). Réciproquement, 
si cette condition est remplie, Teffet des forces est nul ; elles se 
font équilibre. C. Q. F. D. 

Ainsi, si Ton applique a plusieurs forces la règle du poly- 
gone (no 197), il faut et il suf fit, pour réquilibre, que Ie poly- 
gom se ferme de lui-mêrne, lorsqu'on tracé Ie dernier cóté. 

On voit que cette condition est indépendante de Télat de 
repos ou de mouvement du point matériel. 

SOS. REMARQüES.— Lorsque plusieurs forces, qui agissent 
sur un même point, se font équilibre, cha^mne d'elles est egale 
el directement opposée a la resultante de toutes les autres : car 
la force que Ton considère a part, détruit TefTet que tend a pro- 
duire cette resultante. 

Par suite, trois forces concourantes, en équilibre^ sont néces- 
sairement dans Ie même plan; et trois forces concourantes, non 
siluées dans Ie même plan, nepeuvent se faire équilibre, d moins 
gue chacune d'ellès ne soit nulle séparément. 

200. AUTRE ÉNONCÉ DES CONDITIONS d'ÉQUILIBRE.— CcttC rC- 

marque conduit a un autre énoncé des conditions d'équilibre. 
En efl'et, quel que soit Ie nombre des forces appliquées au 
mobile, on peul toujours décomposer chacune d'elles en trois 
forces dirigées suivant trois axes passant par Ie point et non 
silués dans Ie même plan (n® 196), puis ajouter algébriquement 
les composantes dirigées suivant Ie même axe, et réduire ainsi 
a trois toutes les forces données. Or, C(S trois résultanles par- 

7 
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tielles sont les composantes de Ia resultante générale : donc^ 
pour que celle-ci soit nulle, il faut et il suffit que les trois résul- 
tantes partielles Ie soient séparément. 

Ainsi, pour que plusieursforces, appliquies a un mimepoml, 
se fasseni égut7t6re., t7 faut el il suf fit, qu'en (jtécomposfint cha- 
cune (telles suivant trois axes quelconques non situés dans Ie 
méme plan^ les sommes algibriques des composantes dirigées 
suivant chaque axe soient nulles séparément. 

907. ÈQUATioNS d'équilibre.— Lorsqu'on applique Ie calcul 
a l'expression des conditions d'équilibre^ on suppose que les 
trois axes sont rcctangulaires; alorsla resultante estdonnée 
par la formule (n» 199), 

R* = (SF cos ay + (1¥ cos by + (1¥ cos c)\ 
Pour quMle soit nulle, il faut et il sufflt qu'on ait séparément : 

2Fcosa = 0, 2Fcos6i=0, 2Fcosc = 0, (13) 
et ces formules nous ramènent aux mêmes conditions. 

SOS. CAS PARTICULIER.— Si toutes les forces étaient situées 
dans un méme plan^ on prendrait ce plan pour plan xy^ et les 
conditions d'équilibre se réduiraient a deux : 

2Fcosa = 0, 2Fsina = 0. (14) . 
Donc, pour qus des forces situées dans un méme plan, et appli- 
quées au mémepoint, se fassent équilibre, il faut et il suf fit, qu*en 
décomposant chacune d*elles suivant deux axes pmssant par ce 
point et situés dans ce plan, les sommes algébriques des compo- 
santes dirigées suivant chaque axe soient nulles séparément. 

SOO. REMARQUE. — Lorsquc des forces quelconques agissent 
sur ün point matériel, il peut arriver qu'un certain nombre 
d'entre elles satisfasse aux conditions d'équilibre : alors on 
peut supprimer ce groupe sans altérer Ie mouvement. On peut 
de même introduire dans Ie syslème un groupe de forces qui 
se font équilibre; Ie mouvement reste ce qu'il était. Cetle 
remarque trouve son applicalion dans un grand nombre de 
questions. 



CHAPITRE VL 

EXERCICES ET APPLICATIONS. 



210. PREMIER PMBLtuE.-^ünpoint matériel, de tnasse m, est attiré vers 
un point tUce O (fig. 31 ), par une force proportionnelle è la distance qui Ie 
9épare de ce point : h Vongine du mouvement, il est en A {OA =r u). On de- 
mande la lat de ce mouvement. 
Soit M la posilion du mobile, k Vépoque t : posons OM =z x. Soit h IMnien- 
V , p MA site de la force attractive, k l'uniié de dis- 

' ' "^"^ lance; l'expression de l'attractiOD surM, k 

Fig. ^5«. la distance x, est — Aa? ; car eite est dirigée 

en sens contraire du sens dans Jequel sont complés les espaces parcourus: 
onadonc: myzz^ kx, (1) 

Pour rendre la solution plus facile k trouver, posons : 

xz^<f{t),, (Toix Y = 9"W; , 
l^équation du mouvement est donc : 

m9^(0.=:-*9(0> 
et il 8'agit de irouver la fonction 9. Or, muliiplions les deux membres par 
?'(0»ilvieirt: 

*n¥{t)f{t):=—k<p{t)c^{t), 
et Ie retour aux fonctions primitives se fait immédiatement, et donne : 

m. [9/ (0]« =- fc. [f (O? + const. 
Pour déterminer la constante, remarquons que, pour / = O, on a <p{t)zza 
et (j/ {t) = O, par hypothese : donc 

0?^— A«*4-<ïöiwi., d'oü cofist.z^ka^- 
donc m.[<p'(l)]«=&[tf« — <p(f)«], ou mv^=ik(a^-^a^), (2) 
Or cetle équation peut s'écrire : 

9' (O 

l/fl«-[9(()]« ^ « ' /^ [9(0]« V m' 

(on met Ie signe — devanwle second membre, parce que la vitesse com* 
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oommeDce par êlre négaiive) ; alors Ie premier membre est la dérivée de 



9(0 

are «». -^. Donc : 
a 



are sin. 



Pour délermioer It consunte, on remarque que, pour / = O, on a <p(l) = a; 

IC 

donc , are sin. (I) = c<mm*., ou eomt. = ^. 

Ainsi, are sin. — = — < J/ m "^ 2 ' 

^=-(3-'l/l)="'V;' 

OU 9(/)=« = flcos./J/ -. (3) 

On voii, par celte formule, que Ie mobile se rapproche du poiut O, el 

l'alleint lorsque <= 3 \/ r; puis il passé de l'aulre cólé, et s'éloigoe 

jusqu'è ce que / = w 1/ -r ; alors « = — fl, et Ie mobile est en A', ^ la 

distance OA'r=OA = a. La formule (2) roontre qu*k ce moment la vitesse 
est nulle. Le mobile se rapproche ensuite du point O, Ie dépasse, et revieot 
en A après un mème temps. 11 fait ainsi des oscillations isochroneSf dont 

Tamplilude est 2fl, et dont la durée est n L/ -. 

211. APPLICATION. — ^On sait que, lorsqu'un corps pénètredans Pinlérieur 
de la lerre, Taltraction de cette sphère sur le mobile est proportionnelle k la 
distance de celui-ci au centre. Le mouvement est donc soumis k la loi qui 
vieot d^être démontrée ; et Ton peut demander conUnen de iemps le mobile^ 
partant de la surface du globe, mettra pour atteindre le centre. La formule 

IC- /m 

esl: T = -^-: 

or, dans le cas actueU le poids du corps est représenté par m^ : en üésignaot 

par f Ie rayon de la terre^ il est aussi égal è *r : on a donc : 

, . m r 

mg = *r, d'oü ;- z= - 

k o 



ainsi; « „ 



-=ï[/'t <«' 



En posant 7cr = 20000000™, on trouve T = 21in5« environ. 
212. THÉORÈHE. On sait que, lorsqu'un mobile décrit un cercle de rayon r, 
d*un mouvement uniforme, si Ton désigne la vitesse coDslantepart;,raccólc- 
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rationest normale, egale è— , et dirigée vers Ie centre (noi34). Or, la force, 

qui produit un roouvement curviiigne quelconque^ a toujours la méme direc- 
tlon et Ie méme sens que raccéléralion , ei se mesure en multipliant cette 
accélération par -la masse t» du mobile (no 179). Donc lorsqü'un mouvement 
circulaire uniforme a lieu, la force qui Ie produit , ou plutöt la resultante de 
toutes les forces qm agissent sur Ie mobile est normale^ centripête et egale 



.mv* 
a — , 

r 



C*est ce principe qui fournit la solulion des problemen suivants. 

2t5- SECOND vROBLtmE.— ÜHe fronde, dont Ie fU casse sous une tension 
egale ou supérieure è P kilogrammes, support e un poids p Ulogrammes; sa Ion- 
gueur est I. On demande quelle vitesse constante v il faudra lui imprimer, pour 
que la rupture ait lieu. 

p 

La masse du mobile est - : puisque Ie mouvement est circulaire et uni- 
forme, la force qui Ie produit, action du fil sur Ie mobile, est centripête et 
égate ^ r • J (n<^ 212). La réaclion du mobile, c'est-Si-dire, Ia tension du iil 

(no 182) est donc centrifuge, eta la méme valeur absolue. Pour que Ie fil casse, 
il faut que cette tension soit egale ou supérieure è P, ce qui donne la condition 
p V*' p 

-.y>P, d^oü v*>-,gL (5) 

Par exemple, si P = 400 kilog., pz=10kilog., /=:1 mètre, on devra 
avoir: v« > 40 X 9,8088, ou t;>19«n,81. 

214. TROisiÈME PROBLÈME.— r«« Ifoulc, dc massc m, estsuspendue ü Vex- 
trémité d'un fil SM de longueur 1 : on V écarté de la ver- 
ticale, et on la lance de maniere h lui faire décrire un 
eerde horizontal avec une vitesse angulaire connante w 
(fig. 32). O» demande la relation qui eanste entre 1, w, 
et Vangle cl que Ie fil fait avec la verticale SO. 

Si Pon désigne par r Ie rayon OM du eerde décrit, et 
par V la vitesse du mobile , la résultan|e des forces qui 

, . »'v* 
agissent sur lui est — , et est dirigée sui van t MO, puis- 
que Ie mouvement est uniforme. Or il y a deux forces qui agissent sur la 
bouie; ce sont sou poids mg et Taction du fil. Si MP représente Ie poids, et 
qu'on achéve Ie parallélogramme MPIQ , dans lequel MO est la direclion de 
Ia diagonale, MQ sera Taction du fil, et Ml Ia resultante. Or : 

Ml ^ MP tang a = f»^ . tang a ; 
donc : — ^Lmg tang a, ou t^« zz rg tang a, 
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Or, d^après la iigure, r = 2 sin a, et v = ren = lu sin a ; donc Téqualion 
devien l : i' <«>' sin* o^zzzlg sin a tang a, 

d'OÜ CMitZZf^. (6) 

Si Ton désigne par T la durée de Ia réyolutioD complete, on a : 

tóTz=27r, d'OÜ T=— . <7) 

(O 

Get appareil est employé dans rindustrie comme régulateur des machines^ 
sous Ie nom de pendule conique ou è force centrifuge. La machine fait tour- 
ner Taxe Tertical SO sur lui-méme avec la viiesse u. Le pendule SM, d*abord 
vertical, s'élolgne de SO, sous Taction de la fpree d'inertie ou force centri- 
fuge, Jusqu*& ce que cette dernière soit délruite par la force centripète egale 
et contraire, resultante du poids et de Paction du fil. 

SilS* QCATRiÈME PROBLÈMB.— r» potnt matérlel pesant^ de masu m, se 
meut sur un cercle, de rayon r, avec une vitesse angulaire constante a>; on 
demande par quelle force le mobile doit étre solli- 
cité, pour que cette condition soit remplie (fig. 33). 
Soit M la position du point donné, k un instant 
donné. Pulsque son monyement est circulaire et uni- 
forme , la résulunte des actions qui le soUicitent 

est dirigée vers le centrö O, el egale k — ou è 

mrid'^ (no 434). Or ces actions sont : !• le poids mg 

du mobile, 2© la force inconnue m<p (9 étant Taccélération qu'elle produit). 

Si Ton prend donc MP = m^, et MK=:inrw«, el qu*on achève le paralléljy- 

gramme MPKH, MH sera la grandeur et la direclion de la force 1»?. Or les 

triangles OIM, KHM, étant semblables, on a : 

01 HK ^,_^ mg g 

-r- = — , ou 01 =: r. ; = -;. (0/ 

OM MR wrw* w» 

Ainsi 01 est une consUnle ; et la force inconnue m^passe conHamment paf 

le point 1 dn dimnètre vertical, qui joue le róle de centre é^attraciion. 

D*ailleurs les mêmes triangles donnent encore : 

MH MI Mi 

MK = MÖ^ ^" m9 = mrco..-; 

ou bien, en posant MI =: p, 

fUfzzmw'.p. (9) 
Ainsi la force est, è chaque instant, proportionnelle au rayon vecteur quijoint 
le mobile au point \. 

216. ciNQüiÈME PROBLÈME.— La terrc tournesur elle-méme, d'un mouve- 
ment uniforme, en 24 heures ; et ce mouvement diminue Tacüon de la pesan- 
teur partout ailleurs qu'au póle. Un corps pesant^ de masse m, e^ souten», 
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h Véquateur, par un support : on demande de combien son poids est diminué 
par Veffèt du mouvement de rotation. 

Lesforces qui agissent sur Ie corps sont: io la pesanteur F, dirigée veis 
Ie centr^.de Ia terre, 2<^ia réaction du.suppor,t, egale et contraire au poids P 
du corps, tel que nos balances Tapprécient. Leur resultante est centripète et 
egale h¥ — P. Mais, puisque Ie mouvemeut est circulaire et uniforme, cette 

resultante a pour expression — ou mrta*, en désignant par r Ie rayon de 

réquateur, et par 'ü> la viiesse angulajre de rota^ioo. On a donc : 

F — P = i»rü)S 

d'oü, . P = F-^OTrw«. (10) 

2 TC w. 20000000 

Or ici. 



donc, 



'2i.60.60"" 43200' ir 

20000000.11 2000 ir 



■" 43200* "" 432« ' 
et Ton trouve : rw* zi O % 0337 environ. 

Ainsi Taccélération dueè Tactioii de la pesanteur, k Téquateur, est diminuée de 
0>n,0337 par la rotation de la terre. 

217- stxiÉME PROBLÉnME. — Quelle vitesse faudrait-il donner è un point 
nuUériel pesant, de masse m, dans une direction horizontale, pour que Ie 
mobile continudt èt circuter uniformément autour de la terre, en ne faisant, 
pour ainsi dire^ que ïa raserf (On fait abstraction de la résistance de rair.) 

Comme la seule force qui agit sur Ie mobile est son poids mg, celui-ci ne 
sortirapasduplan verlical qui contient la vitesse initiale etlecentrede la terre. 
Si donc on désigne par r Ie rayon du grand eerde correspondant, Téquation 
du problème est : 

- =zmg, d'oü ü»=r^. (11) 



40000000» , y 20000000^ „^^^ 
En posant r = — -. r^ , on a t; =: IX =: 7902"» par^ se- 

2 TC r TT 

conde. 

Quant k la durée T de la révolution complete, on a : 

vT =z 2irr = 40000000»», d'oü T = lh24n»22». 

218* EXERCICES PR0P08ÉS. — Volci eucore les énoncés de quelques problèmes. 

lo Reprendre Ie problème du n» 210 (p. 99), en supposant qu'è V origine du 
temps, lorsque Ie mobile est en A, il est animé d'une vitesse initiale To, diri- 
gée suivant la drcite AA^ 

Oü trouvera f»(v* — v^) = fc (a* — a:*) ; et en posant. 



\/' 



zz sin a, 



" "(•+'!/';) 



"•••+- 
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Le signe supérieur correspond au cas oü v. est négatiYe, et Ie signe infé- 
rieur k celui oü Vo est positive. On recoDoattra par la discussion , que Tam- 

2a 
plitude des oscillations est egale i — — ^ que leur durée est encore 

sin a 



k1-« 



qu*ellee8t^par coDséquent, iDdépeodanlede la vitesse initiale Vo . 

2» üne tige cylindrique en ter, dont la longueur est h,^ et la seetion draite 
icfS, e$t fUée par ton extrénUté eupérietire : Voutre extrémité tupporte un 
corps dont le poids est p, et qufy d'abord soutenu, est sübitement abandonné 
il Vactxon de la pesanteur. La tige s^dllonge sous eet effort , et Van demande 
la loi du mouvement du corps, 

Le corps est soumis k deux forces opposées, qui sont son poids p et la 
tension de la tige. On admet que cette dernière force est, pour un allonge- 

X 

ment x, proportionnelle è l'allongement - de Tunité de longueur et k la 

seetion droile nr* : de sorte que, si Ton désigne par E le coëfficiënt tTélatti- 
cité du fer forgé (on a k peu prés E =: 2 X ^0^^), la tension de la tige est 

E-r— • (Gette loi n*esl admissible que jusqu'k une certaine limite d'élasti- 
n 

cité, qui, pour Ie fer^ correspond k une tension de ii^ 18 kilogrammes par 

miUimèlre carré de secUon.) 

p „ tzr^x 

L'équation du problème est : - t = P — E — r— . 

En désignant par / Tallongement de la tige, lorsque la tension est p, on 

g 

irouvera : v» = - (2 /a; — «•) ; 



puls, o; = 2 2 sin' 



i'i/f 



On reconnallra que la vitesse est maximum, lorsque xzizl, anquel cas 

V = |/^i et ïa tension est p : puis, que v = O, lorsque a; = 2/, et que la 
tension egale ip. Le mouvement est uscillaloire ; Tamplilude des oscillations est 

2/, et leur durée est T = ir 1/ -. 

On pourra supposer ensuile que le corps estanimé, au départ, d*une vitesse 
initiale Vo , et discuter le problème avec cette nouvelle hypothese : on recon- 
naitra que Tamplilude des oscillations est plus grande, mais que leur durée 
est la même, que lorsque Vo = 0. 

30 Une sur face de révolution autour d'un axe vertical O z, est donnée par 
VéqufUion de sa méridUnne, 2 = ^(0?). On place unpoint matériel pesant , de 
maise m, en un point quelconque {x,z) de cette surface, et on lui donne, sui- 
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vant la tangent e au parallèle correspondant, une vitesse téile quHl décrit 
uniformément ce parallèle. On demande : 1» quelle est l'expression de eet te 
'vitesse; 2o quelle est la turf ace de révolutiont dont tous les parallêleê seraient 
décrits avec une vitesse constante donnée v ; 3o quelle est celle dont tous les 
paraUèles seraient décrits dans Ie méme temps t. 
On trouYera, en appliquant Ie principe du no !212 : 

2o Méridienne de Ia première surface : 

2 = — log. nép. Cx; 
3o Méridienne de la seconde : 

40 Les données étant les mémes que dans Ie problême precedent , si la 
vitesse que Pon imprime au mobile est trop petite ou trop grande^ pour qu'il 
décrive Ie parallèle sur lequel on Va place, démontrer quUl descendra dans Ie 
premier cas et qu'il montera dans Ie second, mats qu'ensuite il remontera ou 
redescendra, et ainsi de suite; de telle sorte que son mouvement se composera 
d'une série d*ondulaiions égales comprises entre deux parallèles de la surface, 
et tangent es & ces deux paraUèles. 



LIVRE TIL 

DU TRAVAIL DES FORCES APPLIQITÉES 

A UN POINT MOBILE. 



CHAPITRE I. 

Dü TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE DTNE FORCE. 

Programme : Travail élémentaire d'uoe force appliqiiée ^ un point mobile. 
— Deux manières de Tóvaliier, suivant qu*on projette Ia force sur la 
direclion de Télément du chemin décrit , ou rélóment de chemin sur la 
direclion de la force. — Travail élémenlaire moteur, travail élémentaire 
résistant. — Le travail élémentaire d^une force normale Si Télément da 
chemin décrit est nul. 




910. DÉFINITION DU TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE. — LorSqu'UD poio 

matériel M, sollicité par une force quelconque F (fig. 34), décri 

une courbe AR , on appelle element è 

chemin Tarc MM^ parcouru pendant m 

temps infiniment pelit M. Cet are dot 

être considéré comme une ligne droil. 

qui, prolongée, se confond avecla tai- 

gente MT au point M : nous le repé- 

Fig. 54. senterons par As. Quelle que soitla 

force F, on peut aussi la regarder comme constante pendnt 

rinstant A^ 

Cela posé, on appelle travail élémentaire d'une forcef F apli- 
quée a un point mobile M, le produit de Vintensité de cette ffce 
par V element de chemin parcouru et par le cosinus de Fojigle 
que la' direclion de la force fait avec celle de V element. Ibus 
représenterons ce travail par T¥. Ainsi, d'après la définifon, 
JF = F.A5.cos(F,As). (1) 

3190. MANIÈRES d'ÉVALUER LE TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE. — 1 y B 
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deux manières d'évaluer Ie travail élémentaire d'une force. 
Oo peut^ en effet^ écrire ainsi son expression : 

rF = A5.Fcos(F, As), ou JF = F. As cos (F, As). 
Donc, Ie travail élémentaire d'une force est égal: 4» au pro- 
duit de Vélément de chemin parcouru par la projection de la 
force sur la direction de Vélément j c*est-a-dire par la compo^ 
santé tangentielle de la force; 2» au produit de Tintensité de la 
force par la projection de Vélément de chemin sur la direction 
ie la force. 

22W. TRAYAIL ÉLÉMENTAIRE MOTEUR, I^ÉSISTANT. — DanS la 

fonnule (4)^ la force F ei Télénient As n'ont pas de signe. Si 
Tangle TFM est aigu {fig. 34), son cosinus est positif; la pro- 
jection de la force sur Télément de cbemin tombe dans Ie sens 
de rélément, et celle de Télément sur la force tombe dans Ie 
sens de la force : alors i'expression du travail est positivo. On 
dit, dans ce cas , que la force est mouvante, et que Ie travail 
élémentaire est moteur. 
Si l'angle TMF est obtus (fig. 35), son cosinus est négatif ; la 
projection de chacun des facteurs sur Tautre 
tombe sur Ie prolongement de ce dernier; 
alors Pexpression du travail est negativo. 
On dit que la force est résistante , et que Ie 
travail élémentaire est résistant. 

222. REMARQUES. — Ilfaut rcmarqucr quc 

la valeur absolue du travail élémentaire est 

maximum lorsque Tangle TMF êst égal a 

,Fig. 55. O OU a 480o, c'est-a-dire , lorsque la force F 

est dirigée suivant la tangente en M, dans Ie sens de Télément 

de chemin ou en sens contraire. On a, dans ce cas, 

JF = ±F.As, 
et Ie travail est moteur dans Ie premier cas, résistant dans Ie 
second. 

Le travail élémentaire est nul, lorsque Tun des trois facteurs 
qui entrent dans son expression est nul. Ainsi , «7 n'y a pas de 
travail produit: 1® lorsqu'il n'y a pas de force; 2o lorsque 
^^poini matériel resle immobile; 3« lorsque la direction de la 
force est normale d Vélément de chemin parcouru. 
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Dü TRAVAIL TOTAL D'ÜNE FORCE. 

Prograhme ; Travail total d*une force constante , dirigée dans Ie sens du 
cheroin parcoura, ou qui reste parallèle ^ elle-mémë. — Travail de Ia 
pesanteur dans Ie mouvement d*un point matériel sur une coarbe quel- 
conque. — Trayail tolal d'une force variable , dirigée oa non dans Ie sens 
dn chemin décrit par son point d*application : it s*obtïent par une qua- 
drature ou ^ Taide d'un tracé approximatif.— Ce qu*on entend par effort 
moyen.— Unité de travail, kilogrammèire. 



293. TRAVAIL TOTAL d'ünk FORCE.— Conce VOD s qu'un point 
matériel M, sollicité par une force quelconque F, décrive, dans 
un temps flni t, un are détemndné $ : si Ton décompose Ie che- 
min parcouru en éléments Xs correspondants aux éléments de 
temps successifs ^t, on peut évaluer Tintensité et la direction 
de la force au commencement de chacun de ces instants^ et 
calculer les travaux élémentaires correspondants^ 

F.^8'. cos(F^ AsO, F^ As'/. cos (F^ ^s%... 

On nomme travail total et continu de la force, la somme des 
travainx élémentaires produits pendant Ie temps ty et évalués 
dans toute Vétendue du chemin s. Ainsi on a : 

rF = F.A«/ cos (F', AsO + F^As/^cos(F^ As^O +... 
ou, par abréviation, 

FF = 2F. As .cos (F, As). (2) 

On a reconnu qu'en général, Ie travail d'une force, ainsi 
déflni, mesure rutiliié produite et la dépense occasionnée. 
C'est ce qui justitie Tétude que nous allons faire. 

§ I. Travail total d'une force constante, 

334. THÉoRÈME l«ï". — Lorsqu'une force constante ¥ est diri- 
gée dans Ie sens du chemin parcouru par son point d^applica- 
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tion, Ie travail total, quelle que soit lacourbe décrite, est égal 
auproduit de la forcepar la longueur du chemin. 

En effet, puisque la direction de la force est constamment 
tangente a la trajectoire, les angles (F, As) sont tous nuls, et 
Ie travail total a pour expression : 

T.F = F. A5 + F.As' + F.As'/ +..., 
OU TF =F(As + As' + As^' +...), 

OU enfin, rF = Fs. (3) C. Q. F. D. 

92a. THÉORÈME ^"^^.—Lorsqu'une force constante F reste 
toujours parallèle d une direction donnée XY, pendant que son 

point d'application M décrit un are 
quelconque AB, Ie travail total est 
égal au produit de la force F par la 
projection CD, sur cette direction^ 
de la corde AB qui joint les posi- 
Uons extrémes du mobile (fig. 36). 
En eifet, d'après l'une des ma- 
nières d'évaluer Ie travail élémen- 
taire de la force F (n» 220), on volt 
que les travaux élémentaires cor- 
respondants aux éléments de che- 
min AM, MM', M^M", M'^M^'^ sont 
positifs, et égaux respectivement a 
F.CP, F.PP^, F.FP^ F.F' F''; que ceux qui sont relatifsaux 
éléments M'^'N, NN^ sont négatifs, et égaux a — F.F'^P^ 
— F. P^'F, et que ceux qui correspondent aux éléments N'R, 
RR', R'R'', R'^B, sont positifs et égaux respectivement a 
FFF', F.F'F'', F.F'^Q, F.QD. Donc Ie travail total est : 
/CP+PF+F F'+P''P'''— P'^'F'— F'P'> 
\^ +p/ F'+F' F/z+F'' Q+QD 
rF = FxCD. (4) C. Q. F. D. 
Ainsi, dans ce cas, Ie travail total est indépendant de la 
forme quWecte la courbe entre ses deux limites A et B. 

**6. coROLLAiRK.— Si Ie chemin parcouru est rectiligue, et 
SI la force est dans la direction du chemin, il résulte de Tun 
^^ de Tautre des théorèmes précédents, que Ie travail tolal est 




Fig. 36. 



rF=:Fx 



')• 



OU 
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Ie produit de la force par la longueur du chemin : ce qui nous 
ramene a la définiiion spéciale donnée au n» 186. 

99T. APPLICATION A LA PESANTEUR. — Comtne Ic poids d'uü 
corps csl UDC force verticale coustante, on peut appliquer Ie 
tbéorème precedent (n» !225) a la détermination du travail 
quMl produit dans ie mouvement de ce corps. 

En eflèt« supposons que la droite XY (flg, 36) soit verticale, 
et que Ie point matériel M, de poids p, descende , Ie long de la 
courbe quelconque AB^ du point A au point B : menons par A 
et B des plans borizontaux AC, BD> et posons CD = A : Ie tra- 
vail total du poids P est ph : il est moleur. Si> au ooatraire, Ie 
mobile^ animé d'une vitesse initiale, parcourt la courbe de B 
en A, Ie travail est encore ph, mais il est résistant. 

Ainsi, quelle que soit la forme de la trajectoire, Ie tra- 
vail de la pesanteur est toujours égal au produit du poids 
du mobile par la hauleur verticale dont il est descendu ou 
monté. 

Il en résulte que Ie travail est nul toutes les fois que Je 
point matériel revient, dans son mouvement, dans Ie plan 
horizontal qui contient Ie point de départ 

§ II. Travail total d'une force variable. 

!t9S. THÉORÉME 3«»«. — Lorsqu'une force variable F agitsur 
un point matériel pendant que celui-ci décrit un are de courbe 
quelconque, Ie travail total peut toujours s'obtenir par une 
quadrature ou d Vaide d'un tracé approximatif* 
En effet, partageons Ie chémin parcouru par Ie mobile en 
éléments de chemin As', As^^,.,.; et 
portons ces éléments les u ns a la suite 
des autres, sur un axe OS (fig. 37), 
en FF', F'F",... : admettons que 
la force reste constante pendant que 
Ie mobile parcourt chaque element, 
fig. 57. et qu'elle varie brusquement lors 

quMl passé d'un éléraent k un autre : concevons enfin que 
Pon calcule les composantes tangeniieiles F' cos (F', As'), 
P''cos(F^', As'Ov- de cette force , correspondantes a cesélé- 
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raents, et prenons leurs valeurs póiir ordonnées P' p', 

^"p^',... ; puis, joignons par des lignes droiles les pointe p^, 

p'V- Si Tou mène les droites p'h, p^^i,... parallèles a OS, les 

reclangles ainsiobtenus P'p'ftP'^ P"p"tF'', etc, mesureront 

les travaux élémentaires de la force, dans Thypothèse que nous 

ayons faite ; et par suite Ie travail total sera mesure, dans la 

même hypothese, par la somme de ces aires. Or, pkis les élé- 

ments ^s seront petits, plus l'hypothèse admise se rapprocbera 

de la réalité oü la foröe varie d'une maniere continue, et plus 

il sera permis de prendre la somme des aires pour mesurer 

Ie travail total; mais alors moins les ordonnées consécutives 

différeront, plus Ie polygone p'p"p"'.». se rapprochera d'une 

courbe continue, et plus la somme des aires eonvergera vers 

Taire curviUgne. Donc Ie travail total de la force est mesure 

par Faire de la courbe P'p^TV. 

*!19. REMARQUE.— Lorsque la composante tangeutielle de 
la force est négative, il faut porter Tordonnée correspondante 
au-dessous de Taxe OS; et comme Ie travail élémentaire est 
alors résistant, il entre avec Ie signe — dans Texpression du 
travail total. Par conséquent, on devra évaluer séparément les 
aires situées au-dessus de l'axe OS, et les aires situées au-des- 
sous,etretrancher celles-ci des premières. La différence sera 
Ie travail total : il sera moteur ou résistant, selon que cette 
différence sera positive ou négative. 

*ïO. MANIERE dVpPÏ^IQUER . LE THÉORÈMB. — Ou VOit donC 

que révaluation du travail continu d'une force variahle quel- 
conque se ramene a une quadrature. Si l'qn connaitla relation 
entre l'arc s parcouru a 1'époque {, et la composante tangeu- 
tielle F cos (F, As), on construira la courbe pajr les procédés 
ordinaires de la geometrie. Si Ton ne possède qu'une lable 
d'un certain nombre de valeurs correspondantes de Tarc el de 
la composante, onfera un tracé approximatif de la courbe. 
Dansles deux cas, on appliquera a la recherche de Taire Tune 
des methodes d'approximation exposées aux n»* 66 et suivants 
(page 28), et Ton obtiendra ainsi une valeur approchée du tra- 
vail total. 
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§ IIL De Vefforl moyen el de liinilé de travail. 

!9S1. EFFORT MOTEN.— Il cst souvent utile^ en iiiécanique , 
de substiluer a une force variable une force constante, qui 
produirait Ie inême effet. On appelle effort moyen d'une force 
variable ¥, la force constante <^, quij appUquie d la tnéme masse 
dans la direetion du mouvement, et lui faisant parcourir Ie 
méme chemin s, produirait Ie méme travail total. 

D'après cette déflniiion, on a immédiatement {n» 224) : 

TF 

<p . s = TF, d'oü <p = — . (5) 

Ainsi teffort moyen s*obtient en divisant Ie travail total de la 
force, c'est-a-dire, Taire de la courbe (n® 228), par la longueur 
du chemin parcouru qui est la base de cette aire. En d'autres 
ternieS; si Ton rem place l'aire mixtiligne par un rectangle 
équivalent de méme base^ Teffort mo^en est la hauteur de ce 
rectangle. 

!t39. APPLICATION.— Pour enfoncer un pieu dans Ie sol, on 
emploie un mouton ayant un poids p, élevé a une bauteur h. 
En tombant de cette hauteur, il enfonce Ie pieu d'une quan- 
tité 8. Quel est Teffort moyen que Ie sol a développé? 

Ona: ^=y- (^) 

Si, par exemple, p = 500 kilog., ft == 3% S = 0«,< , on trouve 
9 = 1 5000 kilog. 

933. uNiTÉ DE TRAVAIL, KiLOGRAMMÈTRE.— Pulsque Ie tra- 
vail d'une force s'obtient en multipliant un nombre de kilo- 
grammes par un nombre de mètres, ou en faisant la somnie 
de plusieurs produits semblables, il est naturel de prendre pour 
uniti de travail Ie travail qui se produit lorsqu'on élève un 
poids d'un kilogramme a unmètre de hauteur. Cette unité a re^u 
Ie nom de kilogrammèlre, et se désigne par les initiales kgm. 
Tout travail est représenté par un nombre de kilogrammétres. 

Par exemple, un ouvrier élève un poids de 45 kilog. a une 
hauteur de 42°» : son travail est 45 X 12 ou 540 kgm. üne 
locomotive fait parcourir 10 kilomèlres a 20 tonnes; Ie travail 
dépensé est 20000 x iOOOO ou 200000000 kgm. 
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33 A. AUTRK UNITÉ ; GH£VA|r-yAP£UR.^La eoBsidératioh du 
temps n'intervieDt pas dans la définitioii du kilogrammètre. 11 
en est autrement^ quand on déünii Ie cheval-^apeur, unité 
que Ton emploie ordinairement pour eyaluer Ie trayail d'une 
machine. Le cheval-vapeur représente un travail de 75 JUlo^ 
grammètre$ par 8ec0nde. Aiasi uoe machine de la fofte de 
10 cheiraux est une machine capable de produire un travail 
continu de 750 kilogrammètres par seconde. (Le mot ferce est 
emplojéJci dans le sens du mot travail) . ^ 

§ rv. Relation entre le travail et la force vive. 

935. THEOBEBiB 4^.'-Lorsqu'une fwr^ variable F agit, 
pendant un certain tempSy$ur un point nkatériel, de masse m, 
en mouvement sur une irajectoire quelcmqfu, la demi-variation 
de la force vi/i^e du mobile est egale <m travail total de la (or4:e 
pendant ce temps. , 

Nous ayons déja dit que Ia force vive d'un point matériel en 
mouvement estle produit de sa masse par le carré de sa vUesse; 
et nous avons démontré le théorème dans le cas particulier oü 
la force est constante et le mouvement rectiligne (n» f $6) : 
nous voulons le génératiser ici. Distingnons deux cas. 

Premisr gas : La- force F £st variable ^t le mouvement recti-^ 
ligne. Puisque la force F est toujours dirigée suivant la droite 
que parcourt le mobile, le travail élémentaire est le produit 
de rintensité de la force par Télément de chemin parcouru. Si 
donc on construit une courbe ayant pour abscisses le&^chemins 
et pour ordonnées les valeyrs correspondantes de la fofce^ 
Faire de cette courbe représenteca le travaU total (n» ^t2S). Or 
on sait (n© 60), que la dérivée^de Tairé d'une courbe, considérée 
comme fonction de Tabscisse , est Tordonnée correspondante. 
Donc la force F est la dérivée du- travail» con^idéré eomme 
fonetion du chemin parcouru. 

D'un autre cöté,. en vertu du théorème sur les dérivées des 

foncüons de fonction , la dérivée de la demi-force vive *-rr-y 

considérée commeu fonction de Tespace décrit, est egale au 
produit de mv'par la dérivée de v par rapport au lemps, el 

8 
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par la dériTée du témpe par rapport a Tespace, c'esi^^ire 

a mr X Y X "-, OU a my (mesure de la forqe F). 

Ainsi Ie travail T¥ et Ia demi-force vive -5- ont la même 

dériTée, «t 'na peuvent diflérer que par une constante : on a 

donc : T¥ = - - + oonst. 

D'ailleurs^ si Ton désigne par Vo la vitesse initiale^ au moment 
oü Ie trayail est nul^ on a : 

d'OH TY:^"!^-^. (7J 

Dküxiëhe gas : La porce F M qaehonqy^ ei h moupemtni 
cufviligne. Dans ce cas^ Tordonnée de la courbe, dont Faire 
mesure Ie travail total^ est la composante tangentietie de la 
force F (no 228) : par suite, c'est cette composante qui est la 

dérivée du travail. Hais la demi-force vive -ir- a la méme dé- 

2 

rivée; car la dérivée de t par rapport au temps est, dans ie 

mouvement curviligne^ Taccélération iangentielle ft {^ ^^]; 

et par suite la dérivée de -rrr- par rapport a Tespace parcouru 

i 

est mv X Y« >< ^ öu nixi> c'est-4-dire, la composante tangen- 

tielle de la fbrce. Ainsi, comme dans lè premier cbè, Ie travail 
total et la demi-force vive ont la même dérivée; et Tona 

encore : . TF ::;= -^ •^- ü) C.. Q. F. D. 

2 • X 

ÜSH. APPLi€ATioif.*-Le théorème precedent est de la plus 
haute importance en mécanique. On en verra plus loin (n<H S56 
et suiv.) qudques applications. Nous n^en donnerons id qu'uue | 
seale. - . . 1 

Un poinl maiériel pesant, de moise m, abandonné d /ut" I 
méme en A (Hg. 36, p. 109), parcourt la eourbe AMNB. Quelle 
est sa vitesse en B? 
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On sait que Ie travail de ]a pesanteur^ daps ce cas, est (no 227) 
mgh, en posaot CQ= h. D'ailleurs la yitesse initiale t>o est 
nulle : donc on a (n» 235) : 

- ^ = fngK on' v*t=z,igh. (8) 

Ainsi Ia ntesse accpiise par.le mobile, a la fin de la chiite> est 
la même (eïi grandeur, mals non en direction), que s'il était 
tombe verticalement de la hauleur CD = A. (Voir \e n» 242,) 
937. &£BiASQi}£.— On prend.kdemi-force vive d'un pro- 
jectile comme mesure du mal qu'il peut faire; Ainsi on lauee, 
contre une porie dont l'épaisseur est e et la résislance 
moyenne f, un bouletdont la masse est m, av«c une titesse v. 
Sttivaat que Ton aura : 

- me* ^ mt* ._, 

?e>-^, OU ^^<~, <9) 

la porte résistera ou cédéra a Teffort du boulet. 



CHAPITRE III. 

DU TBAYAIL DE PLUSIEURS FORGES 

A^PUQQÉVS A UN MÉ«B POIVT. 

PieoRAniB : La tnnil élémeiiuire de I» resultante de deux on d*un plus 
graad nombre de forcet ést ^al k la semme algébrique des travaux élé- 
nentaires des eomposantes. — Extension de ce théorème au travail coiaina 
dea forcea.— Tbéocème des momeoia. Ge théorème a liea pour les pr<H 
jeciioDS sur uu plan qudconqoe de forces ooncourautea dans respace.— 
Ge qa*on nomme moment J'uue force par rapport k un axe. — Quaud 
trois forces se font constammenl équilibre, la somme algébrique de leurs 
Ira^aux est nulle. — Extension de ce théorème k Téquilibre d'un nombre 
quelconque de forces appliquées k un point. — Théorème relalif aux 
moments de ces forces par rapport k un axe quelconque dans Tespace. 



§ I. Travaü de Ja riêultante de plusieurs farces appliquées 
a un méme poinL 

93 ü. THÉORÈME 5»«.— Ior5gu« plusieurs forces variables F, 
F^ F^,.,., agissent sitmUianément sur un méme point en mou- 
vement^ Ie travail élémmitaire de la resultante R est égal d la 
somme algébrique des travaux élimentaires des composantes. 
Pour Ie prouver, concevoDS que Ton coosiruise (fig. 38) Ie 

polygone (n» 197)^ dón t les cötés 
coHsécutifs AF, FF',... sont 
égaux et parallèles aux diverses 
forces, et doiit Ie demier AR 
représente la resultante R en 
grandeur et en direction; et 
projetons ce contour sur la di- 
rection AS de rélément de che- 
Fig. 98, min parcouru par Ie point d'ap- 

|)lication A. On déndontre en geometrie analytique, que la 
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somme algébrique des projections de tous les cölés de ce poly- 
gone ferme ést iralle, c^es^i-dire^ que la projeetion du der- 
nier F"A est egale (mais de signe ciphtraire) a la somme algé- 
brique des projections de 'tous les autres. Or la projeetion de 
Ia resultante AR est egale, mais de signe contrait^ a la pro^ 
jecUon ducötéP'A (ou RA).Donc,en désigdant par f f', ^^•— 
les projections des cótés AF, FF^ F'F'^... qui sont celles des 
composantes, et par r la projection de la resultante (toutes 
pjrises avec leurs signes), on a : r = f + ƒ.+ f" -f •— 
On en conclut : r^ A« =;::ƒ. Aj + ('.A$ + f'.^s +,. . , 
c'est-a-dire (no 220) : TR=rF+ rF+ r.F'+.*.= ^rP. (iO) 

930. EXTENSION Aü TKAVAIL CONTINU DES FORCBS.— Lc théo- 

rème precedent est déraontré pour Ie travail élémentaire de Ia 
resultante et póur ceux des composantes^ qui sont rels^ifs a un 
roême element de chemin parcouru par leur point d'applica- 
tlon commun. Il subsiste donc pour les travaux siraultanés 
relatifsa chaque element de cbemin^ et par conséquent pour 
leurs sommes fespective§. 

Donc ie travail total et continu de la resultante de plusieurs 
{of ces appUquies d un même point, est igal d la Sóminealgé' 
hrique des travaux des composantes. 

94fO. RÉAGTION DES SURFACES OU DES' GOURBES. — ^LorSqU^UU 

pointmatériel est astreint a se mouvoir sur une courbe ou sur 
une^ürface donnée parfaitement polie, la présence de cette 
courbe our de cette surface fait naitrè une réaction ou pression 
&ur Ie mobile. Si Von fait abstraction du frottement doiit nous 
nous occuperohs plus ts^rd , la réaction ne peut étre que nor- 
male : car si elle était oBliqiïe, on pourrait la^écomposer efi 
une réaction liormale et une compösante tangentielle^ ét 1'on 
ne saurait coneevoir Texistenee de cettè dernière. Par consé- 
quent, la courbe ou la "surfacCy sur laqüelle lè mobile est obligé 
de se mouYoir^ équivaut d une force normale; et Von peul sup 
poser Ie point matériel entiérement l^re, pourvu que l'on ajoute 
OU système des forces qui lui sont appUquies une force égale^ d 
chaque instant^ d cette réaction normale. - - ^ * 

241. THÉORÈME 6">«.— ^£e troK^ail de la resultante des forces 
^^otérieures , oppliqtAiés d'u)% point, n' est pas altéré par larèac" 
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tion de lA surface ou dela courbe sur laquêüe il se nieut; car 
cette réaction étanl eonstamment normale a rélément de die- 
min parcouru, son travail particulier est nul a cfaaque instant. 
949. coROLLAiREs.— Aimi, larsquun point matiriel, en 
imouvemefU siur une surface ou sur une courbe, riesisoUicité par 
aucune force extérieure, Ie travail est nul} et, par suite^ on a : 

c'est-a-dire, que Ia force vive du mobile est constan te, ei son mou- 
vement uniforme. En d'autres termes, la réactión de la surface 
OU de la courbe a pour effet de changer k chaque instant la 
direction, mais non la valeur de la vitesse, 

Ainsi encore^ si Ie point matériel est pesant/le travail total, 
pendant Ie mouvement^ est dü a la seuLe action de la pesanteur, 
comme nous Tavons supposé (n» 236)^ de sorte que Ton a tou- 
jours, t>* = 2^A. 

§ II. Des momenis des forces. 

943. DÉFINITION nu MOMBNT O'UNE FOHCR PAA RAPPMT A 

UN poiMT.— On a|)pelle moment d'une force F par rapport é 
un point quelconque O, Ie produit de tin- 
iensité de cette force par la perpendicu- 
laire OP abaissie de ce point sur la droite 
AF suivant laquelle elle agit {fig. 39). Le 
Fi0. 59. point O est le centre des moments. Si Voü 

joint le point O au point d^appticatiop A de la force, cette force 
tend a faire tourner la droite OA^ antour du point 0,>dans le 
sens indiqué paria flèohe f, ou-de gaucbe a droite. Si le point O 
^tait de Tautre cöté de la droite AF, la force tendrait a faire 
tourner en sens contraiF&^ ou de droite a gauche. On peut con- 
venir de distinguer ces deux sens de rotatton^ en donnant un 
si^ne au moment, c'est-ardire^ en le jegardant comme positif 
d^ns l'un des cas> et comme négatif dans le cas contraire. 

944. RELATION ENTRB LE TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE D^CIfE FORCE 

ET sONriROMENT. — Le momeut d'une force, par rapport è un 
^iat^ a une certaine analogie avec le travail élémentaire de 
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cette force. En effat, ils sont tous deux Ie produit d'una 

fore^ par une loogueur ; et il existe entre 

/Ib y ^, eux un rapport simple. Soit AB (flg. 40) 

nT /T^ Ie d^piacement élémentaire du point A ; 

\^ ! et prenoqs pour centre un pojnt quelcon- 

N ({ue O de la. perpendiculaire élevée en A 

Frg. 40. sur. AB^. dans )e plan FA^. Les trian- 

gles semblables ABfr, AOP> donaent : . 

Aö OP 4* AB ™ 

AB = AÖ' ^" ^*=A0-®^ , 

AB 

d'oü ron concluf : F X A6 = -^ x F x OP. (42) 

Ainsi Ie travaü F* kb et Ie momaat F^ OP sont dans Ie rapport 
deABAAO. 

Comme Ie trayail est positif dans Ie cas de la flgure 40 (n» 221 ), 
on pourra regard(3r aussi le,moment>comme positif; dans ce cas, 
c'est<-a-dire> lorsquelaforce teod ^ faire tourner Ie point A, au- 



> 



o 



tour du point O, dans Ie sens du dé- 



placement AB» Si, au contraire, Ie 

l \^ . : >' .\ -r-T-^ tr^yail est négatif (fig. 44), la force 

rig. 41. tend a faire tourner Ie point A en 

sens^ontraire du déplacen^ent AB; et ronj*egardeca Ie moment 
conome Dégatif. En faisant cette hypothese, Ie trayail élémen- 
taire et Ie moment aeront toujours de nnéme signe. 

Cette relation sert de basede la démonstration du théorème 
snii^nt^ dit de Varignqn qu ^s.maments. 

!>4ft.*. TBÉoiusaiE T^.-^Le mommt de la résy^ltante de deux 
forces, par rapport a un point prü dan$ leur plan, estégal d 
'a 3omme algétn^ique des üKmnents dei composantes. 

Pour Ie prouver, on donne au point d'application commun, 
et dans Ie plan des fprces, un déplacement élémentaire perpen- 
diculaire a la droite qui Ie joint au centre des moments. Or, 
pour ce déplacement, Ie travall de la resultante est égal a la 
somme algébrique des travaux des composantes (no 238) : donc 
il en est de même de leurs moments, qui sont proportionnels 
i ces trayawt élémentaires et de même signe qu'eux (n© 244). 
. On peut d'^lleurs démentrer géométriquement ce théorème 




Fig. 4t. 
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important. En eflèt^ si Pon remarqne que Ie moment d'one force 
F, par rapport è nnpoint 0^ ou F x OP, 
est Ie doublé de Faire'du triangle quia 
pour sommet Ie pouit O et pour base 
Tintensité AI de Ia force F (flg. 42 et 43), 
on YOitqu'ilfantprouyer, quele triangle 
AOL, qui a pour base la resultante, est 
Ia somme on la dlfférenee des triangles 
Aül, AOr, qui ont pour bases les coroposantes. Oreela résulte 
évidemment de ce que ces trois triangles ont même base AG, 
et de ce que Ia hauteur du premier est 
Ia somme (fig. 42) ou la diflTérence 
(fig. 43) des banteurs des deux autres. 
D'ailleurs, dans la premier cas, les trois 
moments sont de même signe; et, dans 
Ie demier, Ie moment de la force F^ a 
un signe contraire k celui des deux 
autres : donc Ie théorème est démontré. 
94#. GtoÉHALisATioN DU THÉoutaos.— Lc théorèmc prece- 
dent s'étend naturellement, sans démonstration nouTclle, par 
lai^otisidération du travail, au cas d'un nombre quelconque 
de forces appliquées au même point, et agissani dans un même 
plan. Gar pour pUisieurs foroes, comme pour deux seulement, 
Ie travail de la resultante est égal a la somme algébrique des 
travaux des composantes (n® 23^. 

Quant au second mcfde de démonstration, on ^nplóie Ie 
calcul poiir généraliser Ie théorème. Si Ton désigne par F, F', 
F'^... les forces, par R' la resultante de F et deF', par R'^ celle 
de R' et de F',.,, et par R la resultante définitiYe : si Ton re- 
présente, en outre , ie moment d'une force F par {a . F, on a 
successiveraent, en Tertu du théorème 7"« : 
fA.R' = jA.F + [X.F', 




Fig. 45. 



>.R =iiL.RC-*)+>.FW, 
et, en ajoutant ces égalités merabre a membre, H vient : 
Hi.R=:HL.F + ï*.F+l*.F''+..-. + f'.F(->. (13) C.Q.F.D. 
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Ainsi Ie moment de la résulldnte d'un nombre quekonque de 
farces^ appliquées (wlméme pointet situées dam Ie mémeplan, 
pris par rapport d un point quekonque de ce plan, est égai d 
lasomme algébrique des moments des composantes. 

2éT. GOROLLAiRE.-^Si l'oD dioisit pour centre des moments 
un point de la droite suixant laquelle agit la resultante, son 
moment est nul: par conséquent, ta somme laigébrique des 
momenis des forees qui agissent sur un même point est nulle, 
par rapport d tout point pris sur kur resultante. 

*4S, THÉORiME 8°».--^Lorsque les forees appliquées a un 
même point sont dirigées d'une maniere quelconque, dans 
Tespace, si Ton projette ces forees et leur resultante sur un 
mêffle plan quekonque, la ppojection de la resultante est la 
resultante des^f i*oJ®ctions des composantes : car Ia droite, qui 
ferme Ie polygone des forees dans l'espace, a pour projection la 
droite qui ferme Ie polygoiie des projections. Le théorème 7"» 
s'ppplique donc a ces projections. 

Ainsiv si Von projette sur un plan des forees quekonques 
appik^^ées a un même point ainsi que kur resultante, le 
moment de la projeelion de la resultante f par rapport d un 
point quekonque du plan, est égal a la somme algébrique des 
moments des projections des composantes. 

*49. DÉFINITIOIi DU MOMENT D'üNB FORGE PAR RAPPORT A ÜN 

AXE.— On appelle momsnt dune force par rapport a un axe, 
le produit de tüplus courte distance des deux dröites par lapro^ 
jection de la force sur un plan perpendiculaire d Vaxe. Ainsi, 
soient une förce F appliquée en A, et un axe TL' (fig. 44) : 

'soit OD la plus courte dis- 
tance desdeuxdroites. Si Ton 
mène par OD le plan P per- 
pendiculaire a l'axe, on peut 
décomposer la force F en 
deux forees rectangulaires, 
'une S parallèle a Faxe , et 
Tautre Q parallèle au ptan P ; 
Fig. 44. cette dernière , d'ailleurs, 

est egale a la projection ah de la force F sur le plan P ; et la 
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droite ab passé par Ie point D, et est perpendicolaire sur OD. 
Le moment de la force F^ par rapporti Taxa ZZ^ esile produit 
QxOD. 

On Toit que la prqjection aft de la force F tend a faire toumer 
la droite OD, autour du point Q (ou de Faxe OZ), de droite 
a gauebe : uae force contraire tendrait a la faire tourner en 
sens contraire. Le moment Q x OD receirra donc un signe. 

MO. TBÉOftÈiiB ^'.'^Lonquepkuieun forees agiêsenisw 
un même poitU, le mameM de leur réeuliantef par rapport A un 
axe^ eti igal d la, $amnu des momenU de$ e^mpoearUes. 

En effét^ si Ton projette ces forces et leur résultanle sur un 
méme plan P perpendiculaire a Taxe^ la (Nrojection de la resul- 
tante est la resultante des projeetions des composantes. D'ail- 
leur^ les plus courtes distances de toutes ces forces k Vaxe se 
projettent en vraie grandeur sur le plan P, puisqu'elies lui sont 
parallèles; elles ont alors pour origine le point O oü le plan P 
rencontre Taxe, et elles sont perpendiculaires aux projeetions 
de toutes les forces. Les moments des forces par rapport a 
Taxe sont donc les moo^eutst de leurs prqjecUona par rapport au 
point O. Or le tbéorème est démontré pour ces demiers mo- 
ments (m 246) : donc Jl existe aussi pour les premiers. 

§ III. Dei tracaux des forces en iquiUbre. 

ItSl. THÉORÈME 10>^. -^LorsqtLe trots forces se font con- 
stamment équilibrCf la somme algibriqw de leurs travaux est 
nulle pour lout dépldcement possible du point dapplication. 

En effet^ le trayail de la resultante de plusieurs forces est 
égal a la somme algébrique des travaux des composantes 
(ri» 239). Or les trois forces données se faisant oonstamment 
équilibre^ leur resultante est constamm^nt nulle, et par suite 
son travail est également nul (n^ 222, 1°) pour tout déplace- 
ment du point d'application qui est supposé entièrement libre. 
bonc la somme des travaux des composantes est aussi nulle. 

!t5l9. GÉNÉRAUSATiON DIJ THÉORÈME. — Lc mêmc raisounc- 
ment s'applique au cas oü des forces^ en nombre quelconque, 
se font équUibre autour d'iin même point. Car le travail de la 
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resultante est^ dans tous les cas^ la somme algébrique des tra- 
vaux des composantes (no 239). 

U faut entendre par ces mots^ tout déplacement possible, un 
déplacement arbitraire donné au point d'application^ mais 
compatible avec la conditiondtB ce point. 

9&3. COROLLAIBE.— 5t deux forces sent igaks et dir^tfiment 
opposie^^ leurs travaux contin'^s sonl igaux et de signe can^ 
traire : car^ ces forces se faisant équilibre, ia somme de leurs 
travaux est nuUe. 

SS4. GAS OC] LE POINT EST PLACE SUR CNE SUBFACE. — Si IC pOint 

est assujetti a se tenir sur une surf ace, il n'est pas nécessaire, 
pour réqüilibre, quê la résuHatite soit nulle : il siiffit qu'elle 
soit normale a la surface, pour être détruite par sa résistance. 
Cette condition, d'ailleurs, est nécessaire; car une resultante 
oblique pourrait toujours se décomposer en une force normale 
qui serait détruite, et une force tangente qui mettrait ie point 
en mouvement, de serte qu'il n'y aurait pas équilibre. 

La resultante des forces qui maintiennent Ie point en équi* 
libre sur la surface est donc normale a cette surfacé» Or les 
déplacemerits possibles du point sotit ceux qui ont lieu Ie long 
de la surfaces ils sont donc tous normaux a la resultante: Donc 
Ie travail de cette dernière est nul (n<> 222, 3o). 

Donc la somme des travaux des forces qui agissent sur un 
fnéme pointy et qui Ie maintiennent en iquilibre sur une mrfacty 
est egale a zéro. 

955. THÉORÉME li"«. — LoTsqiie plusieurs forces se font 
équüibre autöur d'un méme point entiérement tibre, la somme 
algébrique de leurs moments par rapport a un axe est nulle. 

En effet, d'aprèsle tbéorème 9™«, Ie moment de la resultante, 
par rapport k un axequelconque, est la somme algébrique des 
moments des composantes : or, la resultante étant nulle dans ce 
<^s, puisqu'il y a équilibre, son moment est nul. Il en est donc 
de méme de la somme algébrique des moments des forces. 
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EXERCICES ET APPLICATIONS. 



• SiS6* P9EVIER novLkME.—ünfiuilf dont Ie ^anon a une Idngueur i et une 
secHon draite co, est chargé de poudre et d'une baUe. On connatt la Icngueur 
b de Vespace occupépar la poudre, la masse m de la balie, Ie volume V qu'oc- 
cupent, è la presmn ordinaire P [évaluée en kilogrammes), lesgaz que produira 
la poudre en brülant : et f on demande (en négligeant les variations de la tem- 
pérature) quelle est la vitesse de la baile au sortir du canon. 

Soit X la distance k laquelte la balie se trouve du fond du- canon, ^ Tépo- 
que I; Ie volume occupé par Ie gaz, k ce moment, est tóx. Or les pressions 
exercées par une méme masse de gaz sont en raison inverse des volumes 
qu*elle occupe : donc la pression exercée sur la J>alle, k Tépoque t, e.sc 

V 

P X — . Maïs on sait que hi force est la dérlvée du travail oü de la demi- 

(OX 

force vive par rapport k Tespace parcouru (n» 235). Donc la demi-force vive 

PV 
est»^ une constante prés, la fonction dont — est la dérivée, ^et Ton a : 

biX 

mt;» PV , ^ - 

-^ = — . log. nép. X rf- const, 

Pour déterminer la constante, on remarque qu'Si Porigine, « rr ft, v =r O ; 

PV 

donc O =z — log, nép. h + const.; 

et Pon conclut, par soustraction^ 

i»w« PV, ^ X 
~^— log. nép. j^. (1) 

Si^ dans cette formule, on pose ^.z:: I, on a , pour Ia vitesse au sortir 



>/2 PV l 

du canon, v = 1/ log. nép. •-• (2) 

2S7. THÉonÊME 1 er. — LoTsqu^unc förcB F, agissant sur un point matériel M, 
est constamment diriyée vers un point fixe O, cette force est la dérivée du 
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travail ou de ia demi-force vive posêédée par Ie mobile, dMvée prigè par 
rapport au ray<m vecteur OM (6g. 45). 

Pour Ie prouyer, soit AB la Ir^ieetoire du point matériel; et soient 
M^ M', M'^,..., ses positioDs aux époqaes iDfloimeDt Yoislnes t, t + At, 
t+^At. JoignonsOM, OIMP.OM'!,... etdécmons, du 
pointO comme ceDtre» lesarcséecercle MP» If ?*,,.., 
M'Q, M''Q',...; les variatioDsdu rayon Tecteur se- 
ront M'P OU MQ, M'^P' ott.M'Q^.... Or les arcs 
M'Q, M^Q'y... poQvant étre eongidérés comme ded 
perpendiculaires abaissées de,M' sur 0M> de M'' sur 
OM'»..., on peut regarder MQ, M'Qf,.,. comme les 
projections des éiéments de chemin MM'^ M'M",... 
sur les directions conrespondantes de la force F. Par conséquent^ si Ton 
désignet>ar F, F'^ F''9....1es intensiiés de la force correspondantes aux posi- 
tions M, M', M'V** ies travaux éiémentaires de cette force seront (n« 220) 
F X MQ, F' X M'Q',..., et Ie travail total sera (n» 223) la somme de ces tra- 
vaux. Si donc on construit une courbê, ayant pour abscisses les vateurs suo- 
cessives da rayon vecteur, et pour ordonnées les intensités correspon-- 
dantes de la force, Taire de la courbe ainsi obtenue sera egale au travail 
total (n<> 228). Or on sait que la dérivée de Taire, pjrise par rapport k Tabfr- 
cisse, est egale k Tordonnée (n» 60) : donc la dérivée du travail, prise par 
rapport au rayon vecteur, est egale k la force. G. Q. F. D. 

2Ö8* THÉORÈHE t^^.-'Lortqu^une force ¥, agissant sur un point maté- 
riel M, est coMtamment dirigée vers un point fixe O, les aires décritespar Ie 
rayon vecteur SM sont planes et proportionnelles aux temps employés & les 
décrire (fig. 46). 
En effet, aucuDe cause ne tend k faire sortir Ie point M du plan mené par 
Ie point O et par la vitesse initiale : donc les aires sont planes. 
Gela posé, soit HM' l'élément de chenrin parcouru pendant 
7/ rélément de temps A^ : en vertu de la vitesse acquise, Ie 
mobile parcoürrait, dans un second instant At, un chemin 
M' G egale k MM' et situé sur son prolongement : en vertu 
de Taction de la force F dirigée, k ce moment, suivantM'0, 
il parcoürrait un chemin M' H : donc , d*appès la règle du 
. Pip. 4«. parallélogramme, il parcourra^ dans ce second instant, la 
diagonale M' M''. Or, joignons OM, OM'; OM'^, OG : les deux triangles MOM', 
W OG, sont équivalents, comnve ayant bases êgales et même hauteur ; mais 
les deux triangles M'OG, M'OM", sontaussi équivalent», comme ayant méme 
baseM'0, et leurs-sommets G et M'' sur une même paraUèle k la base; donc 
les deux triangles MOM^ M' OM", sont équivalents. Donc les aires décrites en 
temps égaux At sont égales. G. Q. F. D. 
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9K9. r uÈs fÊ ÈKM 3— .— >IIrfgqMriy «< w « i l , lanque let mret déer%U9 par Ie 
rttffon vecteur mené d'vn point fixe O mtx,p9iUimu ntee e t s it es iTmi mtoMey 
êont pUmêê et propartionneUei mx i&mpêemplayA è iet déerire, la force qm 
soUieiie Ie moMe est canUmnment êirigée ren Ie poim O (6f . 46. 

Ea elfet, soient Mlf ei M'M'^ les élémeiils de chemin parcouras pendant 
deux éléneBts de temps soocessife et égaux : les triangles MOM'^ M' OW, sont 
équivaleots, par hypothese. Mais, si Tod prolonge MM' d^une quantité egale 
M^G, les trianglies MOM', H^OG sont imssi équiTalents : donc les triangles 
M OM''» M' OG Ie sont également; or iis«Dt méme base OM' ; donc GM" est pa- 
rallère ^ OM' ; et si 1'on mène M'^E paraHèle k M' G, M' M'' est la diagonale du 
parallélognmme M'GM^'H. On peot dosc eonsidérer Ie mouyemeni pendant 
Ie second instant, snivant M'M'^, oomme résultant de deux mouvements, Tun 
sui^anl M'6^ raatre snivant M' E (no 88) : or Ie premier est Ie mouyement 
dA k la yitesse aoqoise k la fin du premier ikistant; dooc Ie second, dirigé 
soinDt M' H, est dü )^ Taction de la fbrce è ce moment (no 154) ; donc cette 
force est dirigéó suivanl M' O. G. Q. F. O. 

800* LEHHE 8VR LA DÉRITÉK DE L*AIRE DO SEGTBDR. — Quoique leS démOD- 

stratioDS géométriques des deux tbéorèroes précédents solent trè^-simples; 
nous indiqueroDs cependant, k fttre d*exercicès, la métbode qu^emplole 
l*analy8e pour arriiver au méme réstfltat. Getle methode 'est fondéè sur 
une eipression reibarquable de la dériyée de Faire décrite par Ie rayon 
vecteur. 

Soit AB (fig. 47), la trajectdire rapporlée k deux axes rectangulaires Ox^ 

Oy, dont rorigine est au poInt fixe. Soient M Ia position du mobile k Pépo- 

que t, X et y ses coordonnèès, r Ie rayon vecteur OM, 

O Tangle ViOm, et o Taire décrite k cette époque. 

Soient MM' = Ai Tarc décrit dans rinsUnt A^, A6 

Tangle correspondant MOM', et Aa TaireMOM'. Gba- 

cune des quanUtés x, y, 9, r, a, est foncUon du 

temps t; nous désigneroüs, suivant Tusage, leurs 

premières dérivées par rapport au temps, par x^, ^, 

0% «"'i <r', et leurs secondes dérivées par a^, y", «", 

Fig. 47. r^, o^. L'aire du secteur élémentaire MOM', qui peut 

étre considérée^ k la limite, comme celle d'un secteur circulaire^ est : 

1 . 

A<j=:5f«.Ae. • - 

Ad 1 AO i 

On en conclut : t": = 5 ^•- r;' ^^> ^ ^^ liraile, g' = ^ r'.ö'. 

y 
Galculons la dérivée 6'. On a évidemment : tang 6 = -; 

X 
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6/ W ygJ 

d'oü, preaant les dérivées, — rr = : d'ailleurs a; = r cosO 

C08"8 X* 

donc y_. ««y-K ^3j 

fc dBtf' — f/c' 

el, par conséquent, ff/= . (4) 

z 

261* i^ONStiUTKm AMALTTfon DU TBioBÈiEB 2n«.^P«f8que, par hy|io- 

Ihèse, la force F, k fépoque r, est dirigée luivanl MO (fig. 47)^ on peul la lié- 

composer en deux fbroesPelQ, panrallèiesjiux axes Ojt, Oy ; et ces deux com- 

posantes sont^en Yaleura]Molue» proportioonelles aux ooordonnées a; et y du 

poim M ; car les triangles MUI, MOI, sont semblables. D*ailleurs ces deux com- 

posantes sont représentées par ma^* et mff\ car ix^ et y" sont les accéléra- 

tiaiis du mouvement, estimées parallèlement aux axes. On a donc : 

jjj^, = ^. OU «y^-y^ = 0. 

Or ay' — yc' est la dérivée de x^ — yxf\ donc cette demière expression 
est constante, et Ton a : 

. av' — ya^'rza*. (5) 
D*après cela. Ia formule (4) montre que c' est constante^ et que Ton a : 

ety par conséquent^ a = ikr, (6) 

en prenant Torigine des afres & rorigine du temps. C. Q. F. O. 

5262< DÉHONSTRATION ANALTTIQCE Dü THÉORÉME 3»«. — ^LA récïproque Se 

demontre par les. mémes procédés. Puisque , par hypothese, les aires sont 
propoftionnelles aux temps, on a : 

a=W, d'oü a/ = fc, ou xy' -^yxfzzStk, 
Par suite^ en prenant les dérivées, il vient : 

„ ^ ^ y 

, ^"-»^ = 0, OU ;^=-. 

Donc les composantes (parallèles aux axes) de la ibrce qui soUicite Ie point M, 
sont pfoportionnelles aux coordonnées de ce point : donc te triangle formé 
par oes composantes et la resultante est semblable au triangle MOI ; donc la 
force resultante est dirigée suiyant MO; G. Q. F. D. 

S63- sECONn raomiau.— £to«il donnéei les troU loii de Képler> sur les 
mouoements des planêtes autonr du soleilf en conclure les lois de Newton sur 
la force qui les soUicite, 

io D'après la première loi de Képler, chaque planite se ment autonr dn 
soleil4ans une orlnte plane^ et Ie rayon vectenr^ mené dn centre de la planéte 
è celui du soleil^ décrit des aires égales en temps égaux. 

Il résulte de cette loi, d*après Ie tfaéorème 3>ne (n«> 259} , que la force, qui ' 
êaUicUe chaque pUmète, est eonstamment dirigée vers Ie centre du soldij 
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2* La seeoBde loi eti aiMi coB^iie : ImcÊmrèe ééerite par ekëquepimUte 

at wmeetUfêe éêmt Ie eemtre 4u mMI ecet^e Tm éts fepen. 

8oieiitdoiie(ig.48) AMB renipwdécriteiMir ue pbaèle; 2a et 2»ses 

azo« 3 irla ditlnee FF« des fojen. Sc^ent F 

Ie %er oceopé par Ie aoieU, M la poaitioD de 

b pbaèle 4 répoq«e I oomptée depuis ane 

oi%iB€ 9ieleoiN|iie, r h r^ Ub nyoos lec- 

fevnFlf, F|M. HèBOMfaa point M la Un- 

genie MT el la Bomle MN, et tn^na da 

poiDt F la perpendiailaire FP = p 4 la tan- 

genle. DéngnoDS par « Fangle MFP, imi arna : 

Pi^. 48. FIIN=FtllN = ti. 

Soit MM' =: A< Tarc parcoora par b pbnète pendaat rélémeDt de Imps 

At: on poorra supposer que eet are se confond avee b taiq^te, et l*aire du 

sectear MFM' avec celle da triangle. On aura dooc : 

Si l*on représenle par k Taire décrite pendant Tunité de lemps, od a aussi^ 
d*aprë8 la première loi, Aa = * . A « ; 

on en conclut : 

.A#.p = k.AI, d'oü ^^=-. 

Donc, en passant k b limite, et en représentant par v b Titesse de ta planète 

k 1'époque ^ on a : » = ~. {i) 

Ainsi ïorsque Ie mobile dicrit des airet proportionnellet omx temps^ sa vUesse, 
queue que soit la nature de sa trajectoire, varie en raison inverse de la per- 
pendiculaire abinssée du centre Jlxe sur sa direction. 

Mais Ïorsque la trajectoire est vne ellipse^ comme dans la questipn ac- 
toetle, on peut (^tenir une Taleor simple de p, en foncüon du rayon r. En 
effet, Ie trbngle leclangle FMP donne : 

p = f cos a. ->.-', 

Or Ie triangle FMFi, dans leqnel Tangle Mrr 2 a^ donne : 

4c« = f^ + fj» — ^rri cos 2ti. 
Ajoutant et retranchant ^rri dans Ie second membre, et remarquant que 

il vienl : 4c« = 4ti' -^^rr^ (i + cos2a) ■=: 4a« — Arfi cos«a; 

*' • ** 

d'oü : cob2 oLz=Z' — , OU cos^ a : 



rr^' r(2fl — r) 
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Oü aura donc : »' = r* cos* a = -, ou , p := ^ 1/ . (8) 

SubsüUiant ceite valeur dans celle de « (7), on a : 
4Jlc*(2a — r) 

et, par conséquent, Tezpression de la demi-force yive est : 
mv^ 2ilc*(2a — r)f» mv* 4al(*m 2Jk«fit 

1-= — ^i? — ' ^" ■T="Tir--"-^^- (^^ 

ntv' 
Orla force F qui soUidte la pianète est, dana ce cas. Ia déri?ée de ---, 

prise par rapport au rayon r (Th. l^^ no 257). Doneren prenant les dérivées 
desdeui membres de Téquation (9), on a : 

4ai^ffi 

Le signe — indique ici que Ia force est dirigée dans Ie sens opposé it celui 
oü Ton compte le rayon r , c*est-Mire» de M vers F. 

Ainsi ia force gut sollidte chaque pianète est attraetive , ou dirigée ver$ 
k^fUil; et elle varie en raison inverse du carré de la distanee des deux 
utres. 

3o D'après la troisième lol de Képler, les carrés des tempt des révolutions 
iid^ales des diverses planétes sont entre eux comme les cubes de leurs dis- 
tances moyennes au soleil. En d*autres termes^ si Ton désigne par T ia durée 
de la révolution d*une pianète, et par a Ie demi-grand axe de son orbite ou 
sa distanee moyenne, on a : 

T^zzconst. (U) 

lorsqu'on passé d*une pianète k une autre. 

Ot, Taire de Tellipse dont les axes sont a et ^ est no^ : donc Paire décrite 
pendant Tunité de temps est : 

— = *• . <**) 
Substituant cette valeur de k dans la valeur (10) de F, on trouve : 

«' = Ti?ï-' O" F = -4«».-.-. (13) 

yJT, en vertu de la troisième loi, ;^ ne varie pas, quand on passé d*une pia- 
nète k une autre : donc^ les forces qui sollicitent les diverses planétes sont 
proportionnelles è leurs masses , et inversement proportionnelles aux carrés 
^ leurs distances au soleü, 
Ainsi se trouve démonirée Ia grande loi de NewCdn relativé tiüi '[^lattièi^. 

9 
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264- TaoiNtHB FROBLÈME — On pendtOe OG, de Umguem' 1 , eit écarté d^ 
la vertictde d^u» angle AOG = a : il oidUe de part et d'auire de la verticale, 
en déerhani des are» éffottx AC, GB. On demande de cal- 
culer ta viteête è un instani quelconque, et la durée de» 
oscillatiottit lanqae Vangle a ett tris-petit (fig. 49). 

8oi«ot : OM la posiiioQ du pendule k l'époque I, « n 
▼itesse, et O Tangle MOG. Menons sur OG les perpendicu- 
laires AD, MP, et po80B8j)P = A. Le polnt M pouvant ètre 
considéré comme un polnt pesant, en mouvement 8ur 
rare de cercle AGB, on a (n» 336), 
tl* = 2^^. 
* = DP z= OP — OD = Z (cosO — eosa) ; 
i;*=:2^<(oosO — cosa). (U) 
G^est Texpression cberchée du carré de la vitesse, en fonction de 0. 

D*un autre c6té, soit AO la variation négative de O pendant Télément de 
tempt Al; Tarc parcouru pendant oe temps est — lAO, et la ?itesse v est, 
par suite, la limite du rapport de eet are k A/, de sorte que Ton a^: 




Fig. 49. 



Gr 
donc 



'=«"•• (-'•rD=-'»'' 



O' élant la dérivée de 6 par rapport au temps. En subsUtuant oette ?alear 
de V dans la formule (14), on a : 



— /O' t= f/s^lCcosO — cosa), 
e' 



OU 



On déduit de Ui : 



6' =— p/ -^ (cos e — cosa). 



(15) 



1^2 (cos 6 — cosa) 

SI, pour simplifier Ie calcul, on SMppose, d*après Ténoncé^ que a et O sont 
assez petits pour qu'oo puisse poser : 



a* 
cosa = ! — Y'- 






P 



on a : 



OU 



|/a« — a« 






On en coQclut: 



are 810 < 



^=-'i/f 



-f- couêt. ; 
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\tour tïéiermlner la constante , on a , poiir /!:::(), O = a , const. = ^ ; 

donc: are sin. - = TT —/lx?, 

a 2 y l 

et, par suite, 6 = a cos./ 1/ ^. (16) 

Lorsque Ie pendule coïncide avec OC, on a, = 0, et, par suite : 

C'esl la durée de la demi-oscillation de A en C. Doric enfin^ la durée totale T 
de l*osciUation est : T = w l/^ -. (i 7) 

EUe est indépendante de ramplitude 2a, pourvu que cel!e-ci soit très-petite. 

26Ö. QDATRiÉME PROBLèME.— c/n chemiu de fer aérien, dont Ie plan eit 

vertical, est composé de trots porties : la première 

ik va de K en B, la seconde est une ctroonférence de 

„ , T Wi eerde BCDB de rayon r, et la dernière va de B 

V*^^^^^"'"" / ■'" ^ ^' ^^ tvagon W, rf^ ma««e m,pflr/ de A, san« 

//^\]' y/^ »«/^M^ initiale, et parceurt Ie chemin en suivant la 

\ V ^ / '^^"* ABCDBE. On demande quelle doit être la vi- 

^^-—^^ tesse V au point D Ie plns élevédn cercle, ou quelle 

g^^ doit être la hauteur AH — h du point de départ 

-^"^ au-dessus de ce point , pour que Ie wagon ne tombe 

Fig. 50. pas el décrive la courhe entière (6g. 50). 

On sait qu*au point D^ la vitesse étant due seulement ^ la bauteur b 

(no236), ona; v^zii'^gh. 

Comme Ie mouvement en D est circulaire, la resultante des forces qni 
agissent, ^ ce moment, sur Ie mobile, a pour composante normale, dirigée 

suivant DO, la force centripète — . Or ces forces sont Ie poids mg du wagon 
et la réaction N du cercle, toutes deux dirigées suivant DO. Donc : 
m^ + N =r - -, d'oü N = mg. (18) 

Pour que Ie mobile arrive en D, il faut que la réaction N en ce poini soil 
encore positive ou au moins nulle : il faut donc que Ton ait : 

mv^ ^ %mgh' 

— '>mg, OU -y>w^; 

Il faut donc et il suffit que la hauteur b soit au moins la moitié du rayon OD, 

9* 
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On pei|t résoudre Ie problème d'une maniere plus générale, et chercher la 
oondition poar que Ie mobile parvienne en un point M de la circonférence, el 
continue k rouler vers Ie point D. En eflet , lorsque Ie mobile est en M, la 

resultante des forces qui Ie sollicilent a pour composante normale la force — , 

dirigée suivant MO. Or ces forces sont Ie poids mpf dirigé suivant la verticale 
MG^ et la réaetion N du cercle , dirigée suivant MO : d*ailleurs, si Ton mène 
rhorizontale OC, et si Ton désigne par a Tangle COM^ la composante du poids 
mg suivant MO est mg sina ; donc on dolt avoir: 

mv* mv* 
m^ sin a -|- N = — , d'oü N rn mg sin a. (iO) 

Pour que Ie mobile arrive en M, il faut que la réaetion N en oe point soii 
enoore positive ou au molns nulle, c*est-è-dire> que Ton alt : 

>nvsina. (41) 

Or la hauteur du point A au-deasus du point M est ft-j-DI, ou h-^- r — r siu a; 

donc : »• = Jflf (fc + r — r sin «), 

et la condition (21) devient : 

%nig 

— (h-^r-^r B\n ot)^ mg sin a, 

OU 2 (^ 4- r — r sin a) ^ r sin a, 

^ /3sina \ 
OU enfin, '*^''l'~2 ^ V' ^ ^ 

Si Ie point de départ A est au-dessus du poiot D, h est pofiüf ; et laeon- 
dition (83) estremplie d^eile-mêaie» tant que sin « n^estpas supérieure -. Ie 

u 

mobile s'élèvera donc au moins, dans ce cas^ jusqu'k la bautenr pour la- 

3 

quelle sin oc = -• 

ó 

La condition ^32) reproduit la condition (19) comme cas particulier. 
Si Ton résoui, par rapport h a, Tinégalité (3 j), on a : 

et cette inégalité fouruit la limile k laquelle Ie wagon s'arrêtera , en parUnt 
d*une hauteur donnée ft. SMI arrive que l*on ait : 

2(ft + r)>3r, ou 2A^r, 

ia condition (33) est toujours remplie d'elle-ménie ; et Ie wagon ne s'arrète 
pis : ce que Ton savait déjè. 
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sur un eerde vertical de roffon r, «ofit 9iieê9e iwitkile : eüe rimk Ie lon$ de 
kt cireonférenee, êou$ l'eetUm de ia pesm^teur. On 
demtMde en quel point elle pdtterê te eireanp^ 
rence (fig. 51). 

Soit M la position de Ia bille» k Tépoque $ ; Ie 
carré de sa vitesse v, en ce point, a pour expres- 
sion v*:::=2^.BN. 
Orsoient: AOG = a, MOG = e; 
ona: BNz:OB-.ON = r(sina— sinO); 
Fig. 51. donc: «*=:2pr'(sina— sinO). 
Comme Ie mouYement est circulaire^ la resultante des forces qui sollicitent 
ie mobile a pour composante normale, dirigée suivant MO, laforce ceutripète 

— . Or ces forces sont, te poids mg dirigé suiTant^MP» et ia réaetion N du 

eerde dirigée suivant Ie prolongementdeOM.D^ailleurs la composante de m^ 
suivant MO est mg sin 0. Donc on a : 




mv^ mv^ 

SfH^sinft-^N» d'oü fissLmgsin% — 



r r 

Cette réaetion, egale, au départ, ^ mg sin a, va en diminuant, puisqne O dimi- 
oue et que v augmente : elle ne saurait être négative ; et Ie mobile quitte Ia 
circouférence lorsqu*elle devient nulle , c'est-k-dlre, lorsqu^on a : 



!»«• 



mg sin O ^ — , ou sin O = 2 (sin a • 

siiie=:-sina; (24) 
3 



-sin 6). 



On tire de \k : 

oondition feeite è interpréter. A« moment de la aéptration, la vitewe sera 



donnée par Ia formule, »• = 



2^sin.a 'S^.OB 



3 



(») 



et Ie mobile décrira une parafoole> en vertu de cette vitesse initiale. 
267. sixiÈMB pnoBhÊMX.^Di»eri pkms ineUméSt AM, kfAu AM,^.., toni 
(Ms autaur d'unê mime eharni^e koriiOHtale A. Des 
mobiles pesants partent en méme temps^ sane vitesse 
inUiakt *i^un méme pokU k de la charnière* On de- 
mande Ie lieu de 'iaurs positiens aa bout d'un méme 
temps t (tig. 52y. 

Si Ton mène, par ie point de départ, uu plan per- 
pendiculaire )i Ia cbarnière, ce plan est vertical et oon- 
tient tous les poids : tous les mouvements ont donc 
lieu dans ce plan, ie long des droiles AM, AMi, AM„... 
Uaces des plans inclinés sur ce plan. Déaignons par co Tangle que la droite 
AM faK avec , la verticale AX : rt soit M la position qu'occupe Ie mobile sur 
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cetle ilroile, è l'époque I. ïjo poids «f da mobile se déuMnpose en deux 
foroes, l*uiieiii^sio«>, perpendiculaire au plau iDcüoé et détruite par sa 
résisunoe, 1'antre mg coêté^ dirigée saivaot AU, elqui produit Ie mouve- 
«eiit. Getie deroière éUnC eoostaote* ie mouTement est uniformément accé- 
léré ; et Ton a, par conséqueDl : 

AM= - ^ cos (0.1*. 

Or, si Tod élève sur ^ la perpeodiculaire Ml, on a^ dans Ie iriangle AIM, 

AM 



donc 



Al=- 

006 ci>' 



W) 




Aiosi AI est indépeodanl de Pangle «o. Donc, Ie lieu despoinU M, è V épo- 
que t, eèt une circonférmce, dunt Ie diaméire vertical AI est Veêpace qu'un 
mome pêiont parcourrait en tombtnt librement pendant ie tempt t. 
868- SEPTiÉiB PROBLtoE.—f/n mobUe pesant, partant d'un point A, 
décrit une courbe telle, qu'il parvient en Vun quelconque de 
tes pohits, dans Ie temps qu'il aurait mis è parcourir la 
eorde ^«t joint Ie point de départ au point d'arrivée. On 
demande Véquation de cette courbe (6g. 53). 

Soit M la posilioD du mobile è Tépoque t. Décrlyons Ie 
cercle donné par Ie problème precedent, c*esl-^ire, celui 
qui passé par Ie point M, et qui a pour diamètre verlical 

^ g(^ : toutes les cordes, partant du point A, telles que 

AM, seroDt parcour ues dans Ie temps f. Soit, d'aillcurs, MM' un element de 
la courbe cherchée : menons la droite AM', qui coupe Ie cercle en N. Le 
mobile met, par hypothese, le neme temps è aller de A en M, soit qu*ll par- 
coure la courbe, soit qu'il se meuve sur la corde AM : il va aussi dans le 
méme temps de A en M', en suivant ou ia courbe ou la corde AM' : d*ailleurs 
il parcourt dans le méme temps les cordes AM et AN; donc il met le méme 
temps ^ parcourir Tarc MM' et la droite NM^ Mais il est animé en M et en 
N de vitesses önies qui différent infiniment peu, et qui, par conséquent, 
sont égales : <ionc MM' et NM' sont égaux, et le triangle MM'N est isocèle. 
Donc rangle NMM' est é^l è Tangle MNM' ou k i*angle AMN : donc MN 
(tangen te au cercle en M) est bissectrlce de l'angle AMM' formé par la Un- 
gente en M k la courbe cherchée et par le rayon Tecleur AM. 
Il résulte de cette propriété géométrique, que Ton a : 



A?a = 7u. 



AMM' 



z=7c-2AMNz=:7r — 2 [^ — AMOJ 



(27) 



= 2AMO = 20AM. ) 

Or Pangle AMI est celui que Ton considère comme determinant la tangen te 
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^ la oourbe en coordonnées polaires : sa tangeote trigonométrique a poar 
expression ~, p' étaot la dérivée de p. D'ailleurs, en prenant AO ponr 

axe polaire, A pour póle, Tangle OAM=tt> : donc régalité précédente (27) se 

p 
aduit ainsi : -7 1 

On Ure de cette équation. 



traduit ainsi : -7 = Ung Su. (38) 



t^ 



cos 2(0 i 2 cos 2(0 



p sin 2(1) 2* sin 2(0 
et chaqne numénteur étant la dérivée du dénominateur» on en conclut : 

loff, nép. p = s log. nép. sin 2(o 4- G; 

et comme on peut mettre la constante G sous la ferme log- nép. e, on a enfin : 



p=:&i^sin2(o. (29) 
G*e8t réquaUon de la courbe clMrebée : cette eourbe est une lemniseafe. 

On aurait pu arriyer directement^ par Ie calcui, k la relation (28) qui ca- 
ractérise la courbe. En effet, on a, d*après Ie problème precedent, 

p z=: ^ gt* costa. (30) 

En désignant par v la Titesse en M, qui ^Uaméroe^en grandeur, sur la courbe 
et sur la corde AM, et qui ne dépend que de la baoteur AP, on a aussi : 

vzzgt coso). (31) 
(^la posé, si 1'on considère p et /, comme fonctions de (o, et qu*on désigne 
leurs dériyées par ^ et par /', on Ure de Ia formule (30) : 

p' := gtco&ta.t'-^^ gf sio (o, 

z 

1 p 
OU» en rempla^ant gi cos (o par ti, et -- gt'^ par — ^-^, 

2 cos (O 

p' :=»<' — ? tang (o, ou vt' = p' + p taog (o (32). 
D'un autre cöté, Tarc infiniment peUt MM' = A«, décrit pendant Ie temps A/, 
et correspondant k A(o,estéTidemmentrbypotbénused'nntriangle rectangte 
dODt les cotés sont Ap et p A (o, de sorte que l*én a : 

A««z=Ap«+p*A(o*, 

Af* Af« Ap» 
ce qm peut s'écnre : — X -^- , = ^ + P'. 

OU, en passant k la limite, v« r« = p'» + p«. (33) 

^galant les deux valeurs (32) et (33) de vt', on a^ en réduisant, 

2 p' tanjj (O + p tang» «o == p j 

j» lu 2 p' tang (O . / ^ 

^ oü p =- _L_-5^ OU • p =2 p' tang 2iö ; 

i— tang»(o' r r o 

c^estréqüationcberébéc^ 
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269- BZERCICB8 PROPOsÉs. — On poom 8*ezeroer sur les quesüons sui- 
irantes: 

|o ün point matériel pare&urt hm empse,4e UUe iorte que le$ dre$ dé- 
crüe$ par U rayon vecteur mené du centre au mobUe tont praportionnellet 
aux tempt. Quelle eet la lai qui régU la farce T 

La marche k suivre est analogue k cel Ie que dous avons donnée poor 

résoudre Ie second problème (n» 263). On prouve d*abord que la force gm 

ioUicitc Ie moHle eet éïtigée vtra Ie centre (n» 259). On prend ensuite Pei- 

2ik 
pression de la Titease v := — (n« MS) ; et on la transforme , de maniere è 



2 k l/o* + d* — r< 
Tobtenir en fonction du rayon r : on trouve t; = ^ , n el * 

étant les axes de Tellipse, et * Taire décrite dans Tunité de temps. On en 

conclut enfin (n» 263) rexpressioa de la foroe, F= — -=- Mr> T éunt la dn- 

rée de la réfolution complete. Ainsi la farce ett proportionneüe è la diS' 
tanee, 

2o Rédproquement , un paint matériel ett tolHétépar une farce eanttam- 
ment dirigée vert un paim flxe , ei praportionnelle & la dittonee du w^aöUe au 
point Hxe ; on donne la potition initiale et la vitette initiale du poitU. O 
demande quelle ett ta traiedairef 

Si Ton prend pour origine Ie point flxe, pour axe des x la droitequi passé 
par la position initiale du mobile, et si i*ott remarque, que, dans ce cas , les 
composantes reclangulaires de la force i&r sont '■^{tx, — \ty, on trouve, 
pour les composantes de la vitesse v (noi 218 et 210), 

»*• — *.» cos«a= (fc(r.t — a^), »,*—».« sin» «=— jjiy»; 
fo est la dlstance initiale du point, v. sa vitesse initiale, et a Tangle que la 
direction de cette yitesse fait avec Taxe des x. On Ure de ces formules 
(mémes n»*), 

,y- Vocosa , ^^,- v»sina . ^.^ 

« = r.cosJl/ti — — sIn.lVii, y = — -— sin. r l/jl, 

et par réliminaüon de t, 

(« sin a-4-y cosa)*-|- — j- y» = r.« sin«a. 

La trajectoire ett donc une ellipte. 

On chercbera la condition pour que la courbe soit un cercle. 

3» Un point matériel parcourt la courbe reprétentée par Véquation f := e^, 

et let airet déeritet par Ie rayon vecteur p tont proportionnellet aux tempte 

On demande la loi qui régit la force. . 

2*1/2 
La force ett dirigée vert Ie péle (no 259). La vitesse est — !^. On obtient 
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tnv* 
ensttite aisémeot la demi-force vive -^, et par suite la force (n» 257); et 

Biflm 
Ton trottve F=: -r— . Ainsi la force eit inversement proparti<m»elle au 

eube de la diitanee. 

40 Divers plaru inelinéi sontfixéi, comme dans Ie tixUme problème, autour 
d'une même ehamiêre horizontale A. hes mohiles qui, au lieu d*étre pesants, 
sont attirés vers un point fixe C, proporlionneUement è la distauce qui les 
sépare de ce poiut, partent en même temps, sans vitesse initiale, d^un même 
point A de la charnière (situé dans Ie plan mené par Ie point G perpendicu- 
Unrement ü la charnière). On demande la loi du mouvement d'un des mobiles 
sur san plan, et Ie lieu des positions des divers mobiles b un même moment 
(fig.52)? 

Si Ton désigne par ft un certain coëfficiënt constant donné, Ia force, agissant 
sur uu niobile.de masse m, est F=: femr. Si Ton représente par a et d les 
ooordonnées polaires du point G, par &> et p celles du mobile M, è Tépoque /, 
CA restant constant pour un roéme mobile, la composanle de la force qui pro- 
duit Ie mouvement est mk [tf cos (u — a) — p]. On a aussi> pour valeur de 
Taccéléraüon, p'^ = ft [tf cos (&> — a) — p]. On déduit aisément de 1^ (n» 210) 

p = il,cos(w— a) (l*-cos. Il/i). 

Gette formule fourait la loi du mouvement du mobile sar un plan indiné 
d*an angle «o, et montre que ce mouvement est dUematif, Si Ton suppose I 
constant et w variable, elle est Téquation du lieu des mobiles k un' mêmè 
insunt : ce lieu est un cercle dont Ie centre est sur la droite AG. 

50 Vn potnt matêriel décrit une lemniscate de Jacques Bernouilli, dont Vé' 



quotum £St /o = n |/cos 2 (o, saus l'action d'une force dirigée vers Ie point 

doublé de la traiectoire. On demande la loi de la force, et Ie temps employee 

déerire une boucle de la lemniscate. 

Les alres décrites sont proporüonnelles aux temps (no 258). En suivant la 

2fca* 
marche indiquée (n» 263), on trouve v :=: ---r-, k étaut Taire décrite dans Tu- 

i2fc«a^ffi 
nité de temps. On en conclut, d*après Ie théorème du n® 257, F= ;j — 

L'aire^lécrite pendant Ie temps Af donne Téquation - p'Ao) = fcA/, d*oü 

a' sin 2 co 
ps tt' = 2 ft. De ISi on déduit I = — j- — > «» prenant pour origine du temps 

Ie moment oü Ie mobile est plus éloigné du point doublé. Par suite, ladurée 

o* 
da temps employé )i déerire une boucle est T = ^. 



LIVRE ÏV, 

«ES PORGES APPLIQUÉES A CN CORPS SOLIDE. 



CHAPITRE I. 

NOTIONS SUR LA CONSTITÜTION DES CORPS. 

pROGRAMiiE : Notions relatives ^ la solidité des corps.— Hypothese de Tinva-^ 
riabilité des distances routuelles des élémentsde ces corps. — Cas oü cette 
bypolhèse peut étre admise. 



üfO. Nous ne nous sommes oocupés jusqu'a présent que 
du mouvement d'un point matériel (no 5), sous 1'acUón de 
forces quelconques : et si^ dans quelques problèmes, nous 
avons fait mouvoir des corps, nous avons toujours supposé ces 
mobiles réduits par la pensee a de simples points. Nous devons 
maintenant nous occuper du cas plus générale oü Ton considère 
Ie mouvement d'un système de points matériels. 

3 Tl. COmiTCTION DES CORPS : FORCES MOLÉGUMIRES. — ^Lors- 

qu'on étudie les phénomènes physiques^ on est amené a ad- 
mettre qli'un corps quelconque est composé de molicuks dont 
les dimensions sont insensibles, et dont les distances mutuelles, 
quoique également imperceptibles póur nous^ sont cependant 
beaucoup plus considérables. On suppose que ces. n^olécules 
exercent les unes sur les autres des actions de deux sortes^ 
savoir : des forces attractwes, dépendant de la distance, et des 
forces ripulsives, dépendant a la fois de la distance et de Ia 
chaleur. On admet encore que ces forces moléculaires dimi- 
nuent quand la distance augmente^ etdeviennent nuUes avant 
que cette distance devienne appréciable pour nous; mais que 
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les forces répulsives varient^ arec la distaoce^ plus rapidement 
que les forces attractives. On admet eDfln que la réaction est 
egale el contraire a Faction; c'est-a-dire, ijue, si deux molé- 
cules m et m' soot en présence^ leurs actions mutuelles sont 
dirigées suivant la droite mmf ; et que^ si mf revolt de m une 
action ƒ dirigée de m/ yers tn^m re^^oit a son tour de m' une 
action f dirigée de m vers m'. 

9V^. CORPS SOUDES.— Un corps est solide, lorsqu'il se main- 
tient en équilibre slable sous Taction de ces diverses forces. Si 
des forces extéi-ieures yiennent a agir sur ce corps, elles obli- 
gent les moléculesauxquelles elles sont immédiatement appli- 
quées a se rapprocher de qnelques-unes de leurs voisines, et 
a s'éloigner des autres. Les forces moléculaires varient entre 
elles par suite de ce déplacement; les molécules voisines se 
déplacent a leur tour, et obligent celles qui les environnent a 
se mouYoir de même. Le mouvement se propage ainsi de 
proclie en proche avec une grande rapidité, et un nouvel équi- 
libre s'établit enfin entre les forces extérieures et les intensités 
nouvelles des actions mutuelles. 

!S73. ÉLASTiciTÉ.— Lorsque les forces extérieures cessent 
d'agir, les forces moléculaires ramènent le corps a sa forme 
primitive : et cette propiïété constitue ce qu'on appelle son 
éktëticité. Maïs il faut, pour que ce retour se produise, que la 
déformation n'ait pas été trop considérable , qu'elle n'ait pas 
atteint certaines limites, variables avec la nature et la forme 
des corps. Lorsque ces limites sont dépassées, les molécules 
slagregent d'une autre maniere, et se constituent en un nou- 
vel état d'équiiibre. 

3741. HYPOTHESE DE l'iNYABIABILITÉ DES DISTANGES MOLÉCU- 
LAIRES. — On comprend, d'après ce qui précède, qu'il n'y a pas, 
a proprement parier, de corps solides dans la nature : ce qui 
veut dire qu'il n'y a pas de corps dont les molécules soient a 
des dislances mutuelles rigoureusement invariables. Mais, dans 
la plupart des cas, la variation des distances et la déformation 
(|ui en résulte, sous Taction des forces, sont tellement faibleS;, 
tellement inappréciables, (|u'on peut en faire abstraction, et 
considérer la forme du corps comme inaltérable. Les resul- 
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fats auxquels on parviendra en admettanl oette hypothese ne 
seront^ sans doute, pas rigoureux : mais ils seroat d'autant 
plus prés de Tétre, que ie corps sera lui-méme plus prés d'élre 
solide. 

En résumé^ nous admettrons Thypotbèse de rinyariabilité 
des distanoes mutuelles des molécules^ dans les corpft solides 
auxquels nous appliquerons des forces quelconques. Nous 
supposerons que ces forces ne peiiTent jamais défcuntier Ie 
corps d'une maniere sensibie, et^ è plus forte faison^ Ie rom- 
pre. Si, dans les Applications pratiques de la mécaniqiie, des 
changements de oette nature se produisaient^ il faudrait, a 
coup sür, en tenir compte; mais les résultats auxquels notre 
hypothese nous conduira ne seraient plus applicables. 



CHAPITRE 11. 

PRINCIPES REL ATI FS Aü ÜÉPLACEMENT Dü POINT 

D^ APPLICATION D*0NE FORCE. 

pROGRAMMB : Ob admot qu'on peut, sans changer Télat de repos ou de mou- 
i^ement d'ttn corps, Iransporter Ie point d*applicalioii d^une force en un 
point quelconque de sa direcCion, pourvu que Ie second point soit supposé 
lió inyarialtlement au premier. — Yérification de ce principe au moyen du 
dynamomètre appüqué aux extrémités d'une corde ou d'une \erge soute- 
nant verticalement un poids. — Le travail de la force ainsi iransporlée esl 
siussi le mème pour tout déplacement élémentaire de la droite d'appli- 
cation. 



STft. AxiOME.— Detio? forces égales el de sms contraire, 
appliquées suitant la méme droitey en deust point& différents 
^un corps solide, se font èquilibre. 

Cette proposition paratt évidente, comme conséquence dii 
principe de Végaliti de Paction et de la riaction (no 180), lors- 
que les deux points d'application soot reliés ]'un a Tautre par 
une file rectiligne de molécules, dont les attractions et répul* 
sions mutuelles transmettent, ep quelque sorte, sans altera- 
tion, TefTet des forces. Mais elle ne Test plus lorsque la droite, 
qui joint 1e$ deux points d'application^ n'est pas tout entière 
contenue dans le corps. Nous ne chercheron&cependant pasa 
démontrer, d priori, que le principe est général : et nous 
1'admettrons coknme un axiome dont Texpérience vérifie toutes 
les conséquences, ainsi qu'on va le voir. 

2fB. THÉORÈME i^'f.r— On peut, sanschanger Vétat de repos 
OU de mouvement d'un corps, transporter lepoint d*application 
d'une force en un point quelconque de sa direction, pourvu 
que le second point soit lié invariablement au premier. 

Ce théorëme, que l'on peut admettre comme principe expé- 
rimental, es^ une conséquence immédiate de la proposition 
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[)récédenle (n" 275). En effet, soit ime force F (flg. 54) appU- 
quée en iin point A d'iui corps solide M : prenons 
sur sa direction AF un point B, intérieur ou 
extérieur au corps, mais invariablement lié avec 
lui; et appliquons en ce point, en sens contraire, 
deux forces F^ et F, , égales et parallèles a F. 
L'étdt de repo3 ou de mouTement du corps n'eii 
est pas aitéré; car ces forces se détruisent immé- 
diatement. Or, en vertu de Taxiome (n» 275), 
FiR. 54. les forces F et F, se détruisent aussi : on peut 
donc les supprimer ; et il ne reste plus que la force Fj, laquelle 
peut êlre regardée comttie la force F qu'on aurait transportée 
du point A au poinfB, parallèlement a elle-même. 

2tf. VÉRIFICATION AU MOYEN DU DYNAMOMÈTRE. — On pCUf, 

d'ailleurs, vérifler ce principe, par Texpérience. Que Ton 
adapte, en effet, un dynamomèlre a l'extrémité supérieure 
d'une verge ou d'une corde verticale; que 1'on en attaché un 
autreè rextrémité inférieure, etqüeTonsuspende librement 
un poids a ce dernier : on reconnattra que, lorsque Téquilibre 
existe, les deux Instruments fournissent les mêm^s indications, 
OU du moins que la différence n'est autre que Ie poids de Ia 
verge ou de la corde interposée. Ainsi Ie poids, appliquéa 
Tappareil, exerce la même aqtion sur ses deux extrémités. 
L'expérience réussit encore, lorsque Ie système est en mouve- 
ment rectiligne et uniforme ; par exemple, lorsqu'on la repro- 
duit sur un bateau qui descend une rivière, ou torsqu'on squ- 
lève lentement Tapparell. Mais, lorsque Ie mouvement est 
varié, les tensions des deux dynamomètres ne sont plus les 
mêmes, parce que Taccélération , de la corde ou de la verge 
intervient alors pour les rendre inégales. 

2X8. THÉORÈME 2™«. — Lorsqu' on transpor Ie une force, pa- 
rallèlement d elle-méme, pour l'appliquer en un point de sa 
direcliony Ie iravaxi de la force ainsi transportée est Ie même 
pour tont dêplacement élémentaire de la droite d'application, , 

Soit, en effet, une force F (flg, 55) appliquée en un point A 
d'un corps solide : transportons sou point d'application en B. 
Puis supposons qu'en vertu d'un dêplacement élémentaire 
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doDDé au corps^ Ie point A vienne en A^ ei ie poiat B en B^; 
Afi^ = AB^ puisque les deux pointe so&t iinya- 
riablement lies entre eux. Projetons les élé- 
ments de chemin AA| et BB^ sur la direction de 
la force F ;'et soient A a^ Bfr, les projections. Les 
travaux élémentaires de la f oroe F appliquée 
suecessiTement en A et en B sont F x Aa et 
F X B6. Pour les comparer^ il suffit de compa- 
rerAaetrBb, 

Pour cela> menous A^C egale et parallële a AB, 

et joigtioDs BC : Ia figure AAiCB étalit un paral- 

«g. 5». lélbgramnde, si Fon projetle BC sur AB en BI, 

on a BI=r Ad. Menons^ en outre, la droite CB^. La projectioa 

deBBjSUr la direction AB est Ia somme des projections4e BC et 

de CB, : on a donc : B6=:Aa + I6, ou -r— = 1 -|- -r— 

AH Aa 

Or CBj e^lacorde d'un are décrit, du point A^ comme centre^ 

avec A|Bi pour rayon : donc, en désignant par a l'angle inflni- 

ment pettt CA;Bi, formé par les deux positions voisines de la 

droite AB, on a: CB, = 2ABsiii^ a. 

D'ailleursi la projection 16 de CB^ est egale a CB^ cos A^CB^.ott 

aCB, sin^a:donc 16 = 2 AB sin* ^ a. 

On arrrvef ait encore è eette férmule, mi.remarquant que 

lif.==5iat-afr=A,C— a6=AB ~ AjBi cosa=i: AB (1 — cosflO 

= 2AB«in«i<Jc.; 

r. 1 « Jr 1* B* i . 2ABsin4« . , 

On conclut de la : -;— = 1 H r — ï- sm | a. 

Aa ' Aa ' 

Qr Aa, prc^tioQd'un dépla^cement -élémentaiFe qiêelcenque 

AA,, est.de mèvm cn-dre de grandeur que ce dq>lacemeiit, parce 

que rangle^aAAi a une grandeur fink. L'angle «, et par suite» 

sinf ot, sont aussi du mêraeiordre; par conséquent, lorsque la 

dr(M:le AtBiSerapproche indéflniment desa position primt- 

Aü T ; ïABsin^a .. 

tive AB, Ie rapport r — =— ne saurait converger vers une 

* \ jsl a 

limite infinie: or Tautre fcK^teur sin^a oonverge vers ^ro: 

donc, a la limite. -t— = !• 

' * Aa 
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Ce raisonnement se reduit a montrer que, dans Fégalité 
B6 = Aa+Ib^ les deux premiers termes sont infinimenl 
peiitê du premier ordre^ tandis que Ie dernier est in/lniment 
petü du second ardre, et par conséquent nul vis è fris dm deux 
au<res; on adonc: Bfr = Aa, ou F.Bb = F.Aa, (1) 
c'estpè-dire que les traTaux élémentaires de la f orce sont égaux. 

9W9. COEOIXAIRB l«r.— On a, d'après ce qur précède, pour 
tout déplacement élémentaire : Bh z= ka + lb, 
ou F.Bb = F.Aa+F.I6. 

Or Ie trayail total d'une force, pour tout déplacement flni^ est 
la somme des travaux élémentaires (n» 823> : en a donc : 

2F.Bfr=:2F.Aa + £F.I6. 
Ilais^ de mème que chaque trayail élémentaire F. 16 est infini- 
ment petit par rappori aux trairaux correspondants F.B6, 
F. A a (no 278), de méme 2F. I b est infiniment petite par rap- 
port aux sommes 2F.B6, 2 F. Aa, puisque chacune de ces 
sommes se compose d'un méme nombre de termes. Qn a donc : 

2F.B6 = 2F.Aa, (2) 
<;'est-a-dire que Ie travail total et continu de la foree reste Ie 
méme, lorsqu^on la tramporte paraUilement A eUe-même, pour 
fappliquer iursa direetion en unpoint quekonque invariable" 
ment Ui avec Ie premier. 

980. coBOLLAiu 3"«.— St deux forees igalee ¥, F^, de eens 
contraire^ agissent aux extrimitis d'une méme droite AB 
(flg. 55), dans la direetion méme de cette droite^ la somme de 
l^Ars travaux est nulle pour tout déplacemem possible de la 
droite. 

En eflèt, si 1'on appliqifê au point B une foree egale et paral- 
lële a F^ Ie travaii élémentaire de cette foree et eelui de Ia 
iorce F^ égale^ opposée et appKquée au méme point, sont évi- 
demment égaux et de signe vcontraire : car Pun est^F.B6, et 
1'autre est — F'.Bfr. Or Ie premier est égal au travaii^ la 
torce F appliquée eq A, c'est-a^dire^ aF. Aa (n© 278), donc : 

F.A.a= — F.B6, ou FAa + F,B6 = 0, 
et, par suite, 2F. A a + SF'. Bb = 0. (3) C. Q. F, D. 



CHAPITRE III. 

COMPOSITION ET ÉQUILIBRE DES FORCES 

GOMCOURANTBS OU PARALLÈLES. 

Pbogramve : Composition et équilibre des forces concoarantes appliquées k 
un corps solide.— Cas oü les forces soni parallèles. — Cas d'un couple. — 
Le moment de Ia resultante d'un système de forces parallèles par rap- 
port k un plan quelconque est égal k la somme des moments des com- 
posantes. — Centre des forces parallèles. 



§ I. Composition et équilibre des forces concourantes appliqiiées 

I d un corps solide. 

i 

*81. THÉORÉME S"»".— Si des forces^ en nombre qmlconque, 

I sant appliquées en différents points dun corps solide, de lelie 

I sorte que leurs directions concourent en un méme point de Ves- 

'i pace, ces forces se composent daprès les régies qui ont été dé- 

montrées (n©» 192 et suiy.) pour le cas d'un point matériel isolé. 

j En effet, si Ie point de concours est un point appartenantau 

corps, oa peut y transporter toutes les forces (no 276), qui se 

I trouvent ainsi appliquées en un méme point du corps. Si, au 

I contraire, Ie point de concours n'appartient pas au corps, on 

peut supposer que ce point est invariablement lié avec le corps; 

j et I'on retrouve le premier cas. Par conséquent, on peut appli- 

{ quer a ces forces, dans tous les cas, les régies démontrées du 

f parallélogramme, du parallélipipéde et du polygone. 

289. REMARQUE. — Si, après avoir construit la resultante 
d'après ces régies, on trouve que cette force rencontre le corps, 
on peut prendre Tun des points de rencontre pour son point 
d'application, puisque cette modiücation n'altére pas Tétat du 
I corps (no 276). Mais si la direction de la resultante est tout 
entière en dehors du corps, on ne peut plus Ia regarder que 
comme une force ficti\e; car il n'y a plus de force unique, 

40 
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appliquée réeUement au corps, qui puisse remplacer les forces 
données. Cependant on peut imaginer, dans ce eas, que Ie 
point d'application est uni invariablement au corps par un 
système de liaisons convenable, qui permet a la force 
d'agir sur lui, et conserver ainsi théoriquement Tintensité 
et Ia direction de la resultante, comme conception utile et 
propre a simplifler les énoncés. C'est dans ce sens et avec 
ces restrictions qu'il faudra comprendre tout ce que nous ex- 
poserons sur la composition des forces appliquées a un corps 
solide. 

SS3. COROLLAIRES.— io II cst évideut, que les relations ana- 
lytiques entre la resultante et ses composantes, relations don- 
nées au n» 199, s'appliqueront, sans modification, au cas 

actuel. 

9p On Yoit aussi clairement, que h travail de la resultante est 
égal d la somme algébrique des travaux des composantes 
(n~ 238 et miy.) : car en transportant chaque force au point 
de concours, on n'altère pas son travail (n* 278). 

30 Enfin, on comprend que Ie théoréme de Varignon 
(n«» 245 et suivants) s'applique également aux forces qui nous 
occupent. 

!tS4. DÉCOMPOSITION tfUNE FORCE APPLIQÜÉB A ÜN CORPS 

SOLIDE.— On peut toujours décomposer, d'une inflnité de ma- 
nières, ime force F appliquée k un corps solide , en trois forces 
appliquées en des points donnés A, B, C, de ce corps. Car on 
peut toujours prendre, sur la direction de la force F, un point O 
situé hors du plan ABC, y transporter la force, joindre OA, OB, 
OC, décomposer la force F, par la règle du parallélipipède, en 
trois forces dirigées suivant ces trois directions, et transporter 
les points d'application des composantes en A, B, C. 

!S85. coNDiTiONS d'éqüilibre.— Puisque les forces qui agis- 
sent sur Ie corps solide peuvent être transportées au même 
point, sans que leurs travaux soient altérés, les conditions 
d'équilibre démontrées pour Ie cas d'un point matériel 
(no» 204 et suiv.) s'appliqueront a ce système de forces. Ces 
conditions seronl donc (n^ 207) : 

2Fcosa = 0, 2Fcos6 = 0, 2Fcosc = 0. (1) 
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De même, au point de vue du travail, on aura, pour tout dé- 
placement possible du corps (n» 251) : 

2r.F = 0; (2) 
car les trayaux des forces ne sont pas altérés, lorsqu'on trans- 
porte leors points d'application au point de concours (n» 278). 

§ IL Composition et déeomposition des forces parallétes. 

»S«. THÉORÈME 4n.e._S,- deux forces F, ¥„parallêles et de 

méme tens, tont appliquées en deux points A, A., d'un corps so- 

hde, elles ont une resultante R, située dam leur plan, parallèk 

a leur dtrecUon, de méme sens qu'elks, egale d leurjsomme; et la 

V—i >*, direction de cette resultante, 

y'''%\ ' **'"^* *»'»■« «'«We* des deux 

*■''' ^ft 3*1 °' '^ f<»'<^^>po,rtageladroitekki 
en deux parties inversement 
proportionnelles aux inten- 
sités de ces forces (flg. 56) . 
Pour Ie prouver, appli- 
,, ^ , "'»•" quons aux extrémités de 

AA„ dans la direction même de celte droite, deux forces S et 
S. égaleset de sens contraire : l'état du système n'est pas altéré 
(no« 275 et 280). Composons ensuite les forces F et S, et les forces 
F. et S,; et transportons les points d'application des deux résul- 
tantes au point de concours I de leurs directions. Eufln décom- 
Posons en ce point les deux résultanles, pour retrouver leurs 
composantes primitives. Les deux forces auxiliaires s ei s 
égales et opposées, se détruisent et peuvent être supprimées' 
et il ne reste que les deux forces feX A, égales et paraUèles aux 
forces F et F„ et appliquées toutes deux au point I suivant la 
même direction IG. Or ces deux forces s'^outent pour former 
la resultante : ainsi la resultante est : 

R = F + F.j (3) 
«Me est paraUèle aux deux forces, et de méme sens qu: elles En 
outrej les triangles semblables ABD, AIC donnent : 

F* ^ 

iQ = XG' °" FxAG = SxIG. 
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Les triangles A,B,D„ A.IG donnent de même F.x A.G=S,xIG. 

Tj» Af 

Donc: FxAG=F,xA.G, ou pr = ^; (*) 

donc Ie point G partage la droiu AA. enparties inversement 
proportUmneUes aux intensités des force*. C. Q. F. D. 
On considère Ie point G comme Ie point d'appücation de la 

résultente 

Les égalités (3) et (4) fournissent évidemment ce point et la 
grandeur de la resultante, 

»»y. coBOLLAiRE.— L'égalité (4) donne: 

-F~-"""T:G^' '''' F-A,G- 
et si ron combine cette égalité avec I'égalité (l), on en tire : 

a:g-ag-ab' ^^^ 

donc, dans Ie système formé par les deux forces et leur resul- 
tante, chaque force est proportionnelle a ladistance qui sépare 
les points d'application des deux autres. 

9S8. THÉORÈME 5"'.— St deux forces F et F„ inégales, pa- 

rallèles et de sens contraire, sont appliquées en deux poinls 

A, Aj, dun corps solide, elles ont une 

resultante R, située dans leur plan, pa- 

^y rallèle a leur direction, de même sens que 

^« la plus grande, egale a leur différence; 

et la direction de cette resultante, située 

en dehors des deux forces et du cóté de la 

Pig 57. plus grande, coupe la droite AA^ en un 

point dont les distances aux points d'application des compo- 

santes sont en raison inverse de leurs intensités (flg. 57). 

Eu effet, supposons F> F,; prenons sur Ie prolongement 
de AAj, et du cóté de F, un point G, lel que Ton ait : 

AG -f; ^^^ 

Puis appliquons en ce point, en sens contraire , deux forces R 
et R', égales chacune a F — F^, et parallèles aux forces don- 
nées; Tétat du système ne sera pas altéré. Or, d'après Ie 
théorème 4°»«, les deux forces R' et F, , paraUèles et de même 
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sens, ont une resultante egale a leur somme R' + F, ou F, et 

parallèle a leur direction. De plus cette resultante est appliquée 

au point A : car l'égalité (6) donne : 

A.G — AG F— F, AA, R' ,„, 

-^G— = -Fr' '" AG=F/ <'> 

DoDC la resultante des forces R^ et F^ est egale et directement 

opposée a la force F^ et la détruit. Il ne reste plus que la force 

R appliquée en G y laquelle est par conséquent la resultante. 

Ce qu'il fallait demon trer. 

!>89. GOROLLAiRE.— Les égalités (6) et (7) fournissent les 

, V*' F F, R 

egalites TT^^t^^U::^ 

Les trois forces sati^font donc a la même condition que dans Ie 
cas precedent (no287) ; et il est facile de construire la resultante. 
990. REMARQUES. On aurait pu démontrer ces deux théo- 
rèmes 4™e et 5™«, en regardant les forces parallèles comme un 
cas particulier des forces concou- 
rantes. En elTel;^ supposons que les 
forces F, F, (fig. 58), d'abord concou- 
rantes^ se rencontrent en O ; construi- 
sons leur resultante R; et soit G Ie 
point oü sa direction rencontre la 
Fig. 58. droite AA^. Si Ton abaisse de ce point 

les perpendiculaires GP, GPj, sur les directions des deux forces, 
on sait, par la theorie des moments (n» 247), que Ton a : 

FXGP = F,XGP„ ou 1^ = ^*. 

Or, si Ton suppose que la force F^ tourne autour du point A, , 
de maniere a devenir parallèle a la force F, la relation précé- 
dente ne cesse pas d'exister; a la limite, GP^ devient Ie prolon- 
gement de GP, les deux triangles AGP, A^GP^, deviennent 
semblables, et Ton a : 

GPi_GA, F_ÖA, 

GP~GA' ^^ F,~7ÏA* 

De plus, la resultante, étant toujours dirigée dans Tangle FOF,, 

est, a Ia limite, parallèle aux deux forces. Enfin, Tintensité de 

la resultante est toujours la somme des projections des com- 
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posantes 01 et IL sur sa propre direction : k Ia limite^ ces pro- 
jectioDS sont les forces elles-mémes; donc: R=F + F^. Cest 
Ie théorème i>"«. 

On démontrerait Ie théorème 5^^ en pla^ant Ia force F^ dans 
Ie sens A^O, et en répétant les mêmes raisonnements. 

991. CAS D'cif couPLB. — Nous avons supposé^dansPénoncé 
du théorème 5"»«, que les deui forces F, F^, parallèles et de 
sens contraire, étaient inégales. Si la plus grande^ F, diminue 
et se rapproche de la force Fj, de sorte que leur différence 
F — Fj = R converge Tcrs zéro, Ie point G s'éloigne indéfini- 
ment du point A : car la relation (7) peut s'écrire 

RXAG=F, XAA,, 
et Ie second membre est constant. A lalimite, lorsque F=: F^, 
on a R = 0^ et il faut que AG soit infinie. 

Pour interpréter ce résultat singulier^ remarquons que, si 
deux forces F, F^» égales, parallèles, de sens contraire, mais 
non directement opposées, a^aient une resultante R, elles en 
auraient, au même titre, une seconde R^ syniétriquement pla- 
cée par rapport aux deux forces données. Or la force R' étant 
Ia resultante des deux forces F et F^, la force — R^ egale et con- 
traire, leur fait équilibre : cette dernière doit donc aussi faire 
équilibre a la resultante R; elle doit donc être egale et direc- 
tement opposée a R : donc enfin R^ ne peut diflërer de R. 

Ce raisonnement est général : des forces en nombre quelcon- 
que ne sauraient avoir dmx risultantes différentes produüant 
ch(icune Ie même ejfei qu' elles. 

Il en résulte, pour Ie cas particulier que nous traitons, que 
deux forces égales, parallèles, de sens contraire, mais non direc- 
temenl opposées, n'ont pas de resultante. 

Un pareil système de forces se nomme un couple. 

999. DÉGOMPOSITION D'uNB FORCE EN DEUX FORCES PARALLÈLES. 

—Lorsqu'une force R est appliquée a un corps solide^ on peut 
toujours la décomposer en deux forces parallèles k sa direction 
et passant par deux points donnés A, A^ du corps , pourvu 
que ces deux points soient dans un raéme plan avec Ia force 
donnée. 
En effet, si la direction de la force R passé entre A et A, 



F + Fj = R, F — Tr 



COMP. ET ÉQUIL. DES FORCES CONCOÜR. OU PARALL. 45i 

(flg. 56)^ on appliquera en A et A^ deux forces F, F.^ de méme 
sens que R, et qui seront déterminées par les deux égalités 

F_A,G 
F, ~ AG ' 

Si^ au contraire^ la direction de R laisse les points A et A^ d'un 
méme cèté (fig. 57)^ on appliquera en ces points deux forces 
F^ F^ parallèles a R^ la plus grande en A dans Ie même sens 
qu'elle, la plus petite en A^ en sens contraire ; et Ton détermi- 
nera leurs intensités par les formules 

V F —n F._AiG 

Dans les deux cas^ les deux forces F et F, remplaceront la 
force R. 
S93. THÉORÉME 6™^ — Lorsque des forces ¥, Y^, V^,.., en 
nombre quelconque, parallèles et de 
même sens, agissent en différents points 
A, Aj9 A^v- d'un corps solide, elles ont 
une resultante R egale d leur somme, 
paralléle d leur direction et de méme 
sens qu'elles (fig. 59). 

En effet^ en appliquant successiye-» 
ment Ie théorème 4m« (n» 286), on 
trouve que les forces F et F, ont une 
resultante R^ = F + F„ appliquée au point G, ; que les forces 
Ri et F, ont une resultante R,= F + Fj + F,, appliquée au 
point G, ; que les forces R, et F, ont une resultante R,=F + Fj 
+ F, + F„ appliquée au point G, ; enfin que les forces R, et 
F, ont une resultante R =F + F» + F, + F, + F^, appliquée 
au point G. €• Q. F. D. 

294. THÉORÉME l^^.—Si des forces, en nombre quekonqv^, 
pardUéles, dirigées les unes dans un sens, les autres dans un 
sens contraire, sont appliquées en différents points d'un corps 
solide, elks ont, en ginéral, une resultante unique; cette resul- 
tante est paralléle d leur direction, et egale d Vexcés de la 
somme des forces qui agissent dans un sens sur la somme de 
ceUes qui agissent en sens contraire, et elle agit dans Ie sens 
de la plus grande somme. 




Fig. 59. 
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En ettety on peut d'abord composer toutes les forces qui 
agissent dans iin mème sens en une seule R^, parallèle a leur 
direction et egale a leur somme : on peut de même composer 
toutes les autres en une seule R,, parallèle a leur direction et 
egale è leur somme : enfin, si ces deux forces R^ et R, sont 
inégalesy on peut les composer en une seule R^ parallèle acha- 
cune d'elles et egale & leur différence^ et agissant dans Ie sens 
de la plus grande. C. Q. F. D. 

90ft. RBMARQUES.— Nous avous dit^ dans Ténoncé, que ces 
forces ont^ en ginéral, une resultante^ parce qu'il y a une 
exception. Si les deux sonunes R^ et R, sont égales, sans être 
directement opposées^ elles forment un couple (m ^i), et t{ 
n'y apas de réiultante. 

RemarquonSy en outre^ que, si les deux sommes sont a la 
fois égales et directement opposées, elles se détruisent, et Ie 
système est en équilibre. 

999. THÉORÈIIE 8>»«. CENTRE DES FORCES PARALLÈLES. — LOTS- 

que les forces parallêtes oni une risuitante, ceite force passé par 
un point qui reste invariable , qu^lle que soit la direction com- 
mune qu'on leur donne, pourvu qu'on n'altère pas leur paral- 
lélisme, et que l'on conserve leurs intensitis ou du moins leurs 
rappor ts. 

En effet^ si Ton se reporte a la figure 59, on yoit que Ia 
position du point G^ ne dépend que de celles des points A et A^, 
et du rapport des forces F et F^; que de même la position du 
point G, ne dépend que de celles des points G^ et A,^ et du 
rapport des forces Rj=F + Fi et F,; et ainsi de suite. Le 
point G restera donc Ie méme^ lorsqu'on inclinera toutes les 
forces sans altérer leur parallélisme, et que Ton conservera les 
intensités de ces forces^ ou simplement les rapports de leurs 
intensités. 

Le raisonnement s'applique éyidemment au cas oücertaines 
orces sont dirigées en sens contraire des premières. 

Ce point remarquable se nonune le centre des forces pa- 
ralléles. 

397. THÉORÉMB 9<"«. GAS PARTICULIER. — Lorsquc Ie système 
se compose seulementde trois forces F, ¥^y F, (fig. 59), lecen- 
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tre des forces parallèles jouit d'une propriété cnrieuse. En 

effet, joignons les trois points A, A^ A„ entre eux et au point 

G,; on a d'abord: 

R, _ A^ _ AA,A, 

F, GjG, AG,A| 

d'oü^ en multipliant^ 

R, _ A,G, X AAt _ AAt X A^G^ X sin A^G^A ^ _ AA^A, 
F ~ A,G, X A,Gj ~ A,G, X A^G^ x sin A.Gj A^ "" AjG.A.' 
On prou\erait de même que 

R,_AAjAj 
F, ~ AG.A,' 
R F F F 

AA^A, A|G,A, AG,A, AG,Aj 
Donc^ si Ton joint Ie centre des forces parallèles aux points 
d^application des trois composantes, et si ton représente la re- 
sultante par Vaire du triangle total ^ chaque composante est 
représentée par Vaire du triangle partiel formé en joignant Ie 
centre aux points d application des deux autres. 

Un tbéorème analogue a lieu dans Ie cas oü Tune des com- 
posantes est dirigée en sens contraire des deux autres. Seule- 
ment Ie point G, n'est plus dans Pintérieur du triangle AA^ A,. 

!t1IK. BÉCOMPOSITION d'uNE FORCE EN TROIS FORCES PARAL- 
LÈLES. -~0n peut décomposer une force R, en trois forces paral- 
lèles et de raéme sens^ appliquées en trois points A^ A^, A,, du 
corps, pourvu que Ie plan de ces trois points ne soit pas paral- 
lèlea la direction de cette force. Car, en joignant G,A„ on dé- 
composera d'abord R, en deux forces R^ et F, appliquées en G^ 
et A, (no 292) ); puis on décomposera R^ en deux forces F et F, 
appliquées en A et A^. On voit, d'ailleurs^ que ladécomposition 
ne pourra s'efTectuer que d'une seule maniere^ puisque les 
composantes ont une somme constante^ et qu'elles sont pro- 
portionnelles aux aires des trois triangles (no 297). 

!tOO. CAS d'indétermination. — Mais si Pon voulait décom- 
poser une force R en plus de trois forces parallèles, Ie pro- 
blème serait indéterminé. On pourrait, en effet^ appliquer a 
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tous les points donnés^ moins trois, Jes forces arbilraires; com- 
poser ces forces en une seule R^ ; décomposer la force R donnée 
en deux autres^ dont Tune serait R^, et décomposer Pautre, que 
j'appelle R,, en trois autres appliquées aux trois points non 
employés. 

§ III. Deê moments des forces parallèles. 

SOO. DÉFmiTioN. — On appelle moment éTune force ¥, par 
rapport i un plan quekonque P, Ie produit de rintensité de 
cette force par la perpendiculaire abaissée de sonpoint d'appli- 
eation sur ee plan. 

Lorsqu'on considère un systëme de forces parallèles^ on re- 
garde comme positives celles qui sont dirigées dans un sens 
déterminé, et comme négatiyes celles (|ui sont dirigées en sens 
contraire. En outre^ comme en geometrie analytique ladis- 
tance de chaque pointd'application au plan est regardée comme 
positive OU négative, selon que Ie point est situé d'un cöté ou 
de Tautre de ce plan. 

Le moment d'une force^ par rapport a un plan^ est positif ou 
négatif, suivant que ses deux facteurs sont de même signe ou 
de signe contraire. 

SOfl. THÉORËMB iO»>«.— £« moment de la resultante R d'un 
système de forces parallèles, par rapport a un plan quekonque V, 
est égal d la somme algibrique des moments des composantes. 
Nous distingueroDS plusieurs cas. 

SO!9. PBSMiER GAS.— On donne deux forces F e^F^, de même 
sens (fig. 60). Abaissons des points d'ap- 
plication A^ A^ et 6, des composantes et 
de la resultante, les perpendiculaires 
Aa = z, k^a^=z z^y Gflf = C, sur le plan 
quekonque P; et menons par le point G 
une parallèle IL a la projection aga^. Les 
trianglessemblables AGI, GA^L donnent : 

A,L~GA,-F' i5,-;~F' 

OU, en eifectuant, et en remarquant que F + F^ = R, 
FC-Fz=F»z, — F.C, OU Rï; = Fz + F,v (9) 




Fie. 60. 
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C'est ce qu'il fallait démontrer. Il est vrai qu'on a supposé les 
trois points d'application d'un même cöté du plan P^ (fest-^t- 
dire^ z, z^, Z positives. Mais, si Ton désigne par h la hauteur 
quelconque d'un nouveau plan F au-dessus de ce plan^ 
comme on a identiquement : R A = F A + F^ A, on en conclut, 
par soustracüon, R (? — A) = F (z — A) + F, (z, — A). 
Or les ordonnées C — h, z — A, js^ — h, sont évidemment les 
distances des points d'application au nouveau plan F^ prises 
avec kurs signes. Donc Ie théorème des moments subsiste pour 
Ie plan quelconque P^ 
SOS. SECOND CAS.— Oti donne deux forces F el F^ de sm$ 
contraire (fig. 6i). Si Ton fait une cons* 
Iruction analogue^ les triangles sembla- 
bles GAI^ GAjL^ donnent : 

A1^_GA_F. z — C _F, 

A,L~GA,~F^ ^" jj^_i;— F' 
OU, en effectuant, Fz — FC= ¥^z^ — F^?, 
ce qu'on peut écrire, 

(F— FJfc=Fz— Fa, ou RC=Fj2— Fa- (iO) 
C'est encore ie théorème : car, dans ce cas, 
Ie moment de la force F, est de signe con- 
traire a ceux des deux autres. On généraliserait d'ailleurs la 
formule, comme plus haut, si certaines ordonnées étaient né» 
gatives. 

304. TBOisiÉME GAS. — Ofi donne un nombre quelconque de 
forces paralliles, F, F^, F^..„ dirigées les unes dans un sens, 
les autres en sens contraire. Si Ton appelle Rj, R,,..., R, les 
résultantes successives prises avec leurs signes, et ^, (.,..., C, 
les ordonnées positives ou négatives de leurs points d'applica- 
tion^ on a, en vertu des deux premiers cas, chaque moment 
portant son signe avec lui : 

h,K,=¥z + ¥,z,, 




Fig. 61. 



RC = R_iï.-i + F.«.; 

d'oü, en ajoutant ces égalités membre a membre, 
R?=Fj5+FA+FA+-.+r-8^-, ou RI;=ïFjï. (li) C.Q.F.D. 
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SOft. coROLLAnuss. — io Siles points d'applicatian de t(mle$ 
les forees sont dans un mime plan Q, on peut prendre pour 
plan P un plan perpendiculaire au plan Q : alors les ordon- 
nées z, 2^,... C> seront les distances des points d'application a 
la droite d'intersection des deux plans. Donc, dans ce cas^ Ie 
moment de la réstUlantey par rapport a une droite quelconque 
située dans Ie plan, est la somme aigébriqm des moments des 
eomposantes. 

9p Si les points dapplication sont tous sur une méme droite, 
on peut prendre pour plan P un plan perpendiculaire a cette 
droite; alors les ordonnées z, 2^^- ^9 sont les distances des 
points d'application au point oü la droite rencontre Ie plan. 
Donc, dans ce cas^ Ie moment de la résultanie, par rapport d 
un point quelconque de la droite, est la somme algébrique des 
moments des composantes. 

304I. BEMARQCES.— lo Lc tbéorème général s'applique au 
cas oü les ordonnées, au lieu d'être perpendiculaires au plan P^ 
seraientparallèlesaunedirection quelconque faisant un angleO 
avec ce plan; car, en muUipliant régalité (41) par sin 6, cha- 
que facteur z sin 6 représenterait 1'ordonnée oblique corres- 
pondante. 

2o Si toutes les forees F sont égales et de même sens^ réga- 
lité (11) devient 

R?:=F(z+«i+...+ ^.). 

D'ailleurs^ dans ce cas, 

R=:nF; 

donc : C = — ' — — — ^-^ — . (12) 

n 

Ainsi; Ia distance du centre des forees paralUles égales a 
un plan P est la moyenne arithmétique des distances des 
points d'application des composantes au méme plan, ces dis- 
tances étant comptées parallèlement a une direction quel- 
conque. 

307. DÉTERMINATION ANALYTIQÜE Dü CENTRE DES FORCES 

PARALLÈLES. — Lc ihéori'me général des moments (n» 301) nous 
permet de résoudre complétement par Ie calcul Ie problème 
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de la compositioo des forces parallèles. En effet^ on a d'abord 
(no294): R = 1;F, (13) 

équation qui donne rintensité de la resultante. On connatt 
d'ailleurs sa direction. Pour obtenir son point d'application, 
on choisit trois plans coordonnés quelconques^ non parallèles 
ala direction des forces : etdésignant par x^y, z; x^, y^y z^,... 
\, y\y C> les coordonnées des points d'application des forces F, 
Fj^... et de la résnltante R^ on a (n» 304) : 

c_2.F^ .-2-^» ._2.F« .... 
^—"W' ^"Tf"' ^~"2F* ^ ^ 

Toutes les fois que 2 F n'est pas nuUe^ la resultante existe, 
et son point d'application est déterminé par les trois for- 
mules (i 4); ainsi Ie centre des forces parallèles existe^ et il 
est unique, quel que soit Tordre que Ton suive pour compo- 
ser ces forces. 

308. DiscüssiON. — Mais si 2F = O, la somme des forces qui 
agissent dans un sens est egale a la somme de celles qui tirent 
dans Tautre (n» 294). Par suite, si Ton désigne chacune de ces 
sommes par R' et les coordonnées de leurs points d'application 
par a:', y^, js/, et par oc/'y y"^ z/', on aura, en vertu du théorème 
des momenis (no 301) : 

2.Faj=R'(a;' — j/0, 2.Fyzz=R'(j^— y'O, S.Fz = R^(z'— z'O- 
Et ilpourra arri\er deux cas. En premier lieu, Fun, au moins, 
des coefficients de R' n'est pas nul; par exemple, sxsf n'est pas 
^al a x/', les deux forces R ne sont pas directement opposées; 
alors la coordonnée correspondante l est infiuie; la resultante 
est nuUe, et son point d'application est transporté a Tinfini : 
c'est Ie cas oü Ie système se reduit a un couple (n» 291). En 
second lieu, les trois coefficients de R^ sont nuls a la fois, on 
a : a/=a//, y^=j^', 55' = jg/'; les deux forces R' sont égales et 
directement opposées, et il y a équilibre : dans ce cas, les trois 
coordonnées E, y), X,, se présentent sous la forme {. 

§ rv. De r équilibre des forces parallèles. 

SOU. THÉORÈME 1 !"»«.— Powr qu'uH système de forces paral- 
Mes appliquées i un corps solide soit en équilibre, il faut et il 



1 
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suffU : \o que la somme algibriqi^ des farces soit nulle: 2» que 
la somme aigibrique de leurs mommts, par rapport d deux 
plans qui se coupent et qui sont paralliles a leur direction 
commune^ soit nulle siparément pour chacun d'eux. 

Ea effet, on peut toujours composer en une seule toutes les 
forces qui tirent dans un sens^ et en une seule toutes celles qui 
tirent dans Tautre. Il faut d'abord, pour Téquilibre, que ces 
deux sommes soient égales; car deux forces inégales ont tou- 
jours une resultante (w> 288). 11 faut ensuite que ces deux forces 
soient directement opposées; car^ autrement^ eUes se rédui- 
raient a un couple. La première condition équivaut a 2F=0^ 
la seconde a l.Yx = 0, 2.Fy = 0, 2.¥z = 0(no 308). 

Hais^ si Ton choisit les deux plans ocOz et yOz parallèles a la 
direction commune des forces^ il n'est pas nécessaire, pour 
réquilibre^ que z' = z", ou que 2.F z = O ; il suffit que a/=a/' 
et que j^ = j/\ pour que les deux résultantes partielles soient 
appliquées suivantla même droite. Ainsi lesconditions d'équi- 
libre sont : 

2,F = 0, 2:.Fj? = 0, l.¥y = 0. (15) C.Q.F.D. 

%\. Du travail des forces parallèles. 

310. THÉORÈBiE 42»«.— JLors^u'un système de forces paral- 
lèles a une résultantey Ie travail élémentaire de cette force est 
égal é la somme de ceux des composantes. 

En effet^ on sait que^ par rapport a un plan quelconque P, 
Ie moment de la resultante est la somme des moments des 
composantes (m 301), c'est-a-dire que : 

KK = ¥z + ¥,z,+...+¥.z.. 

Donnons au système un déplacement élémentaire quelconque^ 
et soient V, z'y z\,... les coordonnées nouvelles des points d'ap- 
plication : si les forces sont restées constantes en grandeur et 
en direction^ la formule subsistera^ et Ton aura : 

R;/=t=Fz' + V,z\ +... + F.«^j 
d'oü, par soustraction^ 

R (? - Q = F (V - z) + ¥,{z\ ^z,)+... + F.(z'. - Zn). (16) 
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Or on peut supposer que Ie plan P est perpendiculaire a la 
direction des forces: alors C' — C, ^' — «, jz'j — jz,,.-? sont les 
projections des éléments de chemin parcourus sur les direc- 
tions des forces^ et les tenues de Tégalité (16) sont les travaux 
élémeniaires de ces forces : cette égalité démontre donc Ie 
théorème. 

31fl. THEORÈMB 13>»«.— lof^gtie les /brc65 parallèles se font 
équilibre, la somme de leurs travaux est nulle pour tout dépla^ 
cement du corps solide. 

En effet, dans ce cas^ R = 0^ saus que V — C soit infinie 
donc régalité (16) devient : 

= F(z^ — z) + ¥,{z\ — z,) +... + F.(z^. - z.), 
OU 2:.rF = 0. (17) C. Q. F. D. 



CHAPITRE IV. 

DES CENTRES DE GRAVITÉ. 

pMOGRAHiiB : Centre de gravité : sa recherche se réduU ^ une question de 
geometrie quand Ie corps est homogene. — Cas oü Ie corps a un plan de 
symélrie, un axe ou un centre de figure.«— Notion du centre de gravité 
d*une ligne et d'une surface considérées comme composées d*éléments 
dont Ie poids est proportionnel & leur étendue. — Centre de gravité d'un 
triangle : il est Ie méme que celui du système de trois sphères homo- 
gènes égales qui auraient leurs centres aux trois sommets.— Centre de 
gravité d'un polygone. — Cas particuliers d*un trapèze et d*un quadrila- 
tèr^ quelconque. — Centre de gravité du tétraèdre : il est Ie même que 
celui du système de quatre sphères homogènes égales qui auraient leors 
centres aux quatre sommets, et se trouve au point d*intersection des 
droites qui joignént les milieux des arètes respectivement opposées.— 
Cenire de gravité de la pyramide, du cöne.— La notion du centre de 
gravité ne suppose pas n(^cessairement la solidité des corps : elle s*appli- 
que h un système quelconque de points matériels. — Le travail de la 
pesanteur sur un corps ou sur un système de corps est le méme que si la 
masse de ces corps se trouvait concentrée en leur centre de gravité géné- 
ral. — Application relative ii Télévation des fardeaux. 



§ I. Notions préliminair es. 

Slü. DÉFINITION DU CENTRE DE GRAVITÉ d'UN CORPS. — On Salt 

que la pesanteur agit sur toutes les molécules d'un corps 
(no 147), et qu'elle est dirigée vers le centre de la terre. Comme 
les dimensions de ce corps sont insensibles par rapport au 
rayon du globe, il est permis de considérer les poids de toutes 
les molécules comme des forces parallèles et de même sens. 
Ces forces ont donc une resultante egale a leur somme, paral- 
lèle a leur direction, et dirigée comme elles vers le centre de 
la terre (n» 293). C'est cette resultante qui est le poids du 
corps. 
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En butre^ cette resultante passé par un point flxe^ qni ne 
change pas quelle que soit la position que Ton donne au 
corps par rapport a la direction de la pesanteur (m 296). Ce 
centre des forces parallèles porte» dans ce cas particulier^ Ie 
nom de centre de gravité. 

Si ce point est un des points matériels composant Ie corps 
solide^ on peut concevoir qu'on remplace les poids des diverses 
molécules par Ie poids du corps^ et qu'on applique cette force 
unique au centre de gravité. On maintiendra, dans ce cas^ Ie 
corps en équilibre^ en appliquant a ce point une force égale et 
contraire a sou poids. Si, au contraire^ Ie centre de gravité 
n'appartient pas au corps^ on ne peut plus regarder cetle sub- 
slitution que comme une conception permise pour simpUfler 
les énoncés ou les démonstrations , mais qui n^a pas de réalité 
(no 282). 

SUS. DÉTERMINATION PRATIQUE DU GEimiE DE GRAVITÉ. — Lors- 

qu*on suspend un corps par un fil attaché a Tun de ses points^ 
il arrive un instant oü Féquilibre s'établit : alors Ie poids du 
corps étant détruit par la tension du fil, ce fli est vertical comme 
Ie poids, et sa direction prolongée va passer par Ie centre de 
gravité. Si on suspend Ie corps par un autre de ces points, la 
direction du fil en équilibre va passer encore par Ie centre de 
gravité, qui se trouve ainsi a Tintersection des deux droites. 
Cette methode expérimentale ne donnerait pas facilement la 
position précise du centre de gravité, mais elle fournit quel- 
ques indications sur la région du corps oü il se trouve. 

S14. CENTRE DE GRAVITÉ d'üN SYSTÈME DE tlORPS. — La UOtiOU 

du centre de gravité s'étend naturellement a un système quel- 
conque de corps, lies ou non les uns aux autres : c'est alors Ie 
point d'application de la resultante des poids de tous ces corps 
(m 296). Par conséquent cette notion ne suppose pas néces- 
^irement la solidité des corps : elle s'applique a un système 
quelconque de points matériels, dont les positions, les volumes, 
les densités peuvent varier, pourm qu'on les considère dans 
un état donné, a un instant déterminé. 

Lorsqu'on connait les poids et les centros de gravité des 
divers corps qui composent un système, on déterminé Ie centre 

4t 
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de gravité général en appliquant les formules (13) et(U) du 
V9 307 qui fournissent Ie centre des forces parallèles. Le pro- 
blème se ramene donc a la recherche du centre de gravité d'un 
corps isolé. 

315. CENTRE DE GRAVITÉ DES GORPS^ DBS SURFACES, DES LIGNES 

HOMOGÉNES. — Nous nc uous occuperons ici que des corps homo- 
gènesy dans lesquels la matière est censée distribuée uniformé- 
ment. Dans ce cas, le poids du corps est proportionnel a sou 
volume. On peut remplacer alors^ dans les formules (14) du 
no 307 qui donnent Ie centre de gravité , les poids par les 
volumes; car^ si Ton a, par exemple^ 

Pl = px + p^x,+p^x,+..., 
comme P = Vpsf, p = v^g, jPi = i?tPffv- (n°177), 
on en conclut : V5 = vx + v^x^ + v.o?, +... (1) 
Le prohlème est ainsi ramene a une question de geometrie, et 
le centre de gravité se nomme le centre de gravité du volutne. 

Si Ton considère une surface quelconque comme une feuille 
très-mince, homogene, ayant pour épaisseur constante le dia- 
mètre d'une molecule, cette feuille pesante a un centre de gra- 
vité, qu'on appelle le centre de gravité de la surface. Le volume 
de la feuille étant alors proportionnel a sa surface, Féqua- 
tion (1) devient: 

A5 = (W? + a^x^ + a.x, + .... (2) 

Si Ton considère une ligne quelconque comme une tige 
cylindrique homogene très-déliée, composée d'une file de 
molécules, cette tige pesante a un centre de gravité, qu'on 
nomme le centre de gravité de la ligtifi. Le volume do la tige 
étant alors proportionnel a sa lougueur, Téquation (1) devient : 
Ll = lx + l,x,+ l^x,+... (3) 

310. CAS OU LA FIGURE A UN PLAN DB SYMÉTRIB , UN AXB OU 

UN CENTRE DE FIGURE.— 11 est dcs cas OU Ic ceutro de gravité est 
connu d priori. Ainsi : 1» toute figure décomposable en parlies 
ayant toutes leurs centres de gravité sur un mémeplan ou sur 
une méme droite^ a son centre de gravité dans ce plan ou sur 
cette droite. Cela résulte, ou du théorème des moments {d9 30i), 
OU de la composition des forces parallèles (no 293), 
2o Toute figure, qui a unplan de symétrie, a son centre de 
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gravité dans ce plan. €ar deux élémenls symétriques quelcon- 
ques ayant des poids égaux et des centres de gravité a égale 
dislance du plan, Ie centre de gravité de leur système est dans 
ce plan: doncle centre de gravité général (i») s'y trouve aüssi. 

' 3» Toute figurey qui a un axe de symétrie, a son centre de 

gravité sur eet axe. Car un axe de syraétrie est Tintersection 
de deux plans de symétrie. 

> 4fl Toute figure, qui a un centre de figure, a son centre de 

i gravité en ce point. Car toute droite passant par ce point et se 

i terminant k la figure étant partagée par lui eii deux parties 
égales, la file de inolécules qu'elle contient a son centre de 
gravité en ce point. Donc^ il en est iie même (l») du centre de 
gravité général. 
317. COROLLAIRES.— Il résultc de la (n© 316^ 4p) que : 
Le centre de gravité d'une ligne droite est en son milieu. 

i Celui du contour ou de Vaire d'un parallélogramme est au 

i point d'ihtersection des diagofUües. 

1: Celui du contour ou de Vaire d'unpolygone régulier ou d'un 

f. eerde est au centre de la figure. 

i Celui de Faire ou du volume d'unparallélipipède est au point 

ï de rencontre des diagonales. 

Celui de la sur f ace ou du volume dune sphére est au centre. 
Celui de Faire ou du volume d'un cylindre droit ou oblique d 
bases circulaires est au milieu de son axe. 

§ II. Centres de gravité des lignes. 

318* CENTRE DE GRAVITÉ OU CONTOUR D'DN TRIAN6LE. — Ck>n8idérOD8 Uü 

triangle ABC (fig. 62); les centres de gravité des trois cótés sonien leurs 
^ milieux a, b, c (no 317, !<>), et les forces appliquées en 

ces points sont proportionnelles aux longueurs de ces 
cdtés (no 315). Done, si Ton joint les points a, b, c, on 
I yf<^^b ^®^™* ^" triangle aba semblable au premier, et dans 

^ B^!^!^'^! I ïequel chaque force appliquée k un sommet est pro- 

portionnelle au cóté opposé. Or les deux forces appli- 
qoées en a et en ^ se composent en une seule appliquée 
Fig. «3. en un point I, tel que : 

al ac 

ri=Tc ("•*««> 

IK>nc le point I est aur la bissectrice de Pangle e. 11 faudrait ensuite com« 
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poser In foroe appliquée en I atec la troisième foroe appliquée en e : sans 

cbercber la résuliat , on peut dire qae Ie centre de gravité demandé est sor 

la biflsectrioe cl. On pionTerait de méme <pi*il eat sur les bissectrices 

aVi, bh. 
Donc Ie centre de gravUé du coniour d>un triangle est au point d^intenee- 

tion dei bmectricee des angles di'un autre triangle fonU en joignant les nu- 

lieux des eétés du premier, 
319* CEin'RB DK gbatitA ]>*ün coNTOiim POLTGONAL.— Poar trooTer Ie centre 

de gravité d*an contour polygonal, il&otdeniénie conceyoir, appliquéesaux 

mllieux des différents ofttés , des forces proportionnelles i leurs longneurs, 

et composer ces forces par la règle générale (n« i93), ou appliquer Ie 

tbéorème des moments (no 307). 
520* CENTBE nn gmavitA DB L*ABC DE cncLB.— On peut obtenir aisémeni 

Ie centre de gravité d^un are de eerde AB (6g. 63). En effet, ce point se 
troQTe d*abord sur Ie rayon OG qui partage 
rare en deux parties égales (n» 316, 3o) ; et 
il sufBt de trouver sa distance OG^x au 
centre O. Or menons la corde AB, et on dia- 
mètre IX' parallèle i cette corde : soit flm= A< 
un éléroent de Tarc, et solt ü sa projection 
sur la corde. Si, du milieu de mn, on abaisse IP 
Pig, 6S. perpendiculaire sur XX', Ie moment de l'élé- 

ment As par rapport k eet axe est mitX IP- Or les triangles semblables 

mnk, OPI, donnent : 

^~ ^, d'oü mn X IP = m* X 01; 

donc Ie moment de Télément As est aussi il X 01. D'ailleurs, si Tod désigoe 
l'arc AB par «, Ie moment de eet are est sx. On a donc (no 305) : 

MÏ=ï.tlXOI, 

ou, parce que 01 est consunt, m; •= 01 X 2.»^ 

Or, £.«=: corde AB= c : donc en posant OI=f, on a : 

er 
sxzzcr, d'oü «=—• W 

Dans Ie cas particulier, oü l'arc AB est une demi-circonférence, on a : 
* = icr, c=2r, 

ei, par suite, • ^^IT* 

§ III. Centres de gravité des aires. 

391. CENTRE DE GRAVITÉ DE L'aIRE DÜ TRIANGLE.— Soit ABC 

(fig. 64) Ie triangle donné : ménons la médiane AM, tra$:ons un 





Fiis. 64. 
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grand nombre de parallèles a la base BC, et par les points oü 
ces droites rencontrent les cötés AB et AC, 
menons des parallèle»a AM. Nous formons 
ainsi deux séries de parallélogranunes; les 
UDS sont inscrits, et leur somme est infé- 
rieure a Taire du triangle; les autres ont 
une somme supérieure a cette aire. Or la 
droite AH partageant les bases de chacun 
d'eux en deux parties égales, contient tous leurs centres de 
gra^ité (n» 317). Donc Ie centre de gravité général de chaque 
série se trouve sur AM. Or cette propriété subsiste, quelque 
nombreuses que soient les parallèles : elle ^ubsiste donc a la 
limite, c'est-a-dire , lorsque chaque somme est egale a Taire 
du triangle. Le centre de gravité du triangle est donc sur la 
médiane AM : on démontrerait de même qu'il est sur les deux 
autres. 

Donc le centre de gravité de l'aire du triangle est le point 
fintersection de ses trois médianes. On sait d'ailleurs que ces 
trois droites se rencontrent au point situé aux f de la lon- 
gueur de chacune d'elles, a partir du sommet. 

3lt!t. REMARQUE. — Si trois sphères homogènes égales ont 
leurs centres aux trois somraets A, B, C, le centre de gravité 
du système des sphères B et C est au milieu M de BC : et comme 
le poids appliqué en M est doublé du poids appUqué en A, le 
centre de gravité général doit être sur la droite AM, et la par- 
tager dans le rapport de 1 a 2; il est donc au point G. Ainsi 
le centre de gravité de Faire du triangle est le même que celui 
du système de ces trois sphères égales. 

3S3. CENTRE DE GRAVITÉ DU TRAPÈZE.^Soit ABCD Ic trapèzc 
donné (fig. 65). Prolongeons AD et BC jusqu'a leur rencontre 

en O, et menons Ia mé- 

/ < . diane OIH. Les centres de 

gravité des deux triangles 

OAB, OCB, étant sur cette 

droite (no 321), celui du 

Fig. 65. trapèze, qui est leur diffé- 

rence, s'y trouve aussi (m 288) : et pour le déterminer, il suffit 
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de connaitre sa distance èTune des bases, ou mëme Ie rapport 
de ses distances aux deux bases. Or soient AB = B^ CD = 6, les 
deux bases, h la bauteur, ir et y les distances du centre cherché 
è AB et a £D. Si ron mène la diagonale BD, Ie moment du tra- 
pèze, par rapport a un axe quelconque situé dans son plan, est 
la somme des momentsdes deux triangles ABD, BCD (no305; i^). 
Prenons donc d'abord les moments par rapport a AB; en re- 
marquant que les distances des centres de grairité de ces trian- 

gles a AB sont respectivement - et — ^ nous avons {o? 315) : 

ABCD.a5= ABD. I + BCD. ?^, 

OU ABa).x = (B + 26).^. 

Prenons ensuite les moments par rapport a CD; nous trouvons 

de même, ABCD . y = (2B + 6) |*. 

On tire de Ik, par division, 

x_B±n . 

y-2B+6- (^^ 

Cette formule coüduit h la construction suivante : On pro- 
longe AB d'une longueur BE = b, puts CD étune longueur 
DF = B, ei Von joint EF : on tracé ensuite la droite IH qui joint 
les milieux des bases : et Ie centre de gravité du trapèze est a 
Vintersection G des deux droites EF et IH. Car les triangles 
semblables EGH, IGF, donnent : 

B 
GH_EH_ 2 "^ _ B + 26 
1G~IF ~^ , 6~2B+6' 

Ainsi Ie point G est sur la droite IH, et ses distances aux deux 

TH B -4- 26 
bases sont entre elles dans Ie rapport r^, ou gg-jrj • donc il 

est Ie centre de gravité cherché. 

994* CENTWE DB GRAVITÉ Dü QÜADRILATÈRB.— Soitun quadri- 
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latere quelconque ABCD (flg. 66). Si Ton joint les deux sommels 

opposés B et D au milieu M de la dia- 

Pn^,. ~7^ gonale AC, et si Ton prend HE = |^ HB 

/ ^*^5^^^^^C^1 et MF = i MD , les points E et F sont 

/ I V^^'e':::^b les cenlres de gravité des triangles 

/^^^ ABC^ ACD (no 321); Ie centre de gra- 

A Yité du quadrilatère est donc sur la 

Ki|r. 66. droite EF (laquelle est parallèle a BD). 

De plus, il doit partager cette droite en deux parties inverse- 

ment proportionnelles aux aires des deux triangles. Or ces 

deux triangles, ayant même base AC, sont eux-mêmes propor- 

tionnels a leurs hauteurs ou aux segmenls BH et DH ; ^i Ton 

porte BH en Dl, et qu'on joigne HL cette droite coupe EF en un 

. ,^ , , „ EG BI DH ADC 

pomtCtelquelona: _ = gj = gg = — . 

Donc Ie point G est Ie centre de gravité du quadrilatère. De ]k 

résulte la construction suivante : On tracé ks diagonüles AC, 

BD; on prend^ sur fune delles BD^ une longueur DI= BH, et 

Von joint Ie point I au milieu M de Vautre diagonale ; enfin on 

Mf' 
partage 10 au point G, de telle sorte que MG = — . Le point G 

ó 

est le centre cherché. 

Si aucune des diagonales n'est coupée par Tautre en parties 
égales, on pourra siraplifier la construction, enconsidérant les 
deux autres triangles ABD, BDC, c'est-a-dire , en prenant 
AL = CH. et en joignant le point L au milieu N de BD. Cette 
droite contient aussi le centre de gravité G, qui se trouve ainsi 
a Vintersection de MI et de NL. Mais cette constructioo ne 
réussit pas lorsque Tune des deux diagonales est coupée par 
Tautre en parties égales, parce qu'alors les deux droites Ml et 
NL se confondent. 

3!t5. CENTRE DE GRAVITÉ d'un polygone. — ^Pour trouvcr le 
centre de gravité d'un polygone, on le décompose en triangles; 
on détermine les centres de gravité de chacun d*eux, et Ton 
applique en ces points des forces proportionnelles aux aires des 
triangles correspondants; puis oncompose ces forces, soit par 
la methode générale, soit par la theorie des momenls. 
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326' CBIITIH DK 6RATITÉ BD SBCTEVR CIRCULAIRE.— Si VoU partRge lè S€e- 

leiir cipculaire AOB (fig. Ö7) en un irèft^rand Dombre de secteurs égaux, 

^ cbaeun d'eux peut étreconsidéré commeun triangle, 

A G'^ ^!\b ®^ ^^ centre de gravité se trouve sur Ie rayon qui 

^. G t:_::^ Ie paruge en deux parties égales , et aux - de sa 
\ 1 / 3 

\ i / longneurii partir da centre O. Par suite, si I'oa 

X -- -V -^^ décrit, du point O comme cenire, un are CD ayant 

Fig. 67. P<>"' '*y<>n OC =z -^, les cenlres de gravité des 

divers iriangles sont distribués uniformément sur eet are : 11 en résulte que 
Ie centre de gravité du secteur AOB est Ie même que celui de i'arc de cercle 
CD. Ainsi il se trouve sur Ie rayon bissecteur 01 ; et, en désignant par ^ sa 
distance 00 au centre, on a (320) : 

cordeCDxOC |cordeABX*OA 

*= .rcCD ' *" *= i = 

- are AB 

OU, en posant eorde AB = e, are AB =zs, OA = r, 
^ = 3-7- ^«^ 

327. GENTRI DB GRAVITÉ DU SEGMENT DD CERCLE.— Lc SegmeUt AIBH 

(6g. 67 j est Ia différence entre Ie secteur AOBI et Ie triangte AOB. Donc, Ie 
centre de gravité G^ du segment est situé sur Ie rayon bissecteur 01 , sur le- 
quel sont places ceux du secteur et du triangle. D*un autre cöté, si l'on prend 
les moménts par rapport k un diamètre XX' parallèle k la corde AB, on a, 
en posant 00'=: o;, OH=ft, 

segm. AIBH X a? = sect. AOB X 5 Iriang. AOB X sf^* 

OU j («r — cft)aj = - <T« — - ch^ ; 

d'oürontire: ^^g^(r'~^«) ^ 

3(«r — cA) ^ 6C«r — tf/i) ^ ' 

Si Ton désigne par a Ie demi-angle au centre du secteur^ on a : 

c=2r8ina, « = 2fa, ftzzrcosa, 
et la formule (7) deviant : 

2 f sin*a 
3 (a — sin a cos a) 
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§ IV. Centres de gravilé des volumes. 

398. CENTRE DE GRAYITÉ DU PRISME.-— GoDCeVODS qu'on par- 

tage un prisme quelconque^ dont la base est b et dont la bau- 
teur est h, en n prismes égaux par des plans équidistants^ paral- 
lèles aux bases : évidemment les eentres de gravité sont places 
de la méme maniere dans tous ces prismes ; ainsi ils son t tous sur 
une méme parallèle auxarêteslatérales, et chacun d'eux est a la 
méme distance de la base inférieure du prisme correspondant. 
Soit donc x^ cette distance; les distances des divers centres de 
gravité au plan de la base inférieure du prisme, pris pour plan 
des moments, sont respectiyement : 

n n' ' n 

D'ailleurs Ie volume de chaque prisme partiel est 6 * : Ie vo- 
lume du prisme total est bh. Si donc la distance du centre de 
gravité cherché a la base est x, 1'équation des moments donne : 

6to = 6jja/ + *' + ^ + «' + ï+... + a/ + ^^f, 
n ( n n n \ 

OU « = i jrw' + J [1+2 +...+ («-<)] j, 

n{n — l)h 



OU xs=:x'- 



2n* 



a. = x'+(l-i)* 



Si Ton suppose que n augmente indéflniment^ x' diminue inde- 

finiment^ et ^ = » • ^^^^^ '^ centre de gravité d'un prisme quel- 

conque est au milie^i de la droite qui joint les eentres de gron 
vité de ses bases. 

3!99. CENTRE DE GRAVITÉ DU TÉTRAÈDRE.— Soit maiutCUant 

un tétraèdre ABCD (fig. 68). Menons un très-grand nombre de 
plans parallèlesa la base BCD; et soient FGI^ KLP, deux sec- 
tions consécutives. Menons la droite AH du point A au centre de 
gravité de la base : elle passé par les centres de gravité des deux 




Fig. «8. 
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sections. Construisons deux prismes ayant pour hauteur la 
distaace des deux plans, pour arêtes 
latérales des parallèles a AH, et pour 
bases, Tun Ie triangle FGI, Tautre Ie 
triangle KLP. Ces deux prismes, Tun 
extérieur, Tautre intérieur, ont leurs 
centres de gravité sur la droite AH 
(no 328). 11 en est de même de tous les 
prismes analogues construits sur les 
di^erses sections. Par conséquent, Ie 
Tolume formé par la série des prismes extérieurs, et Ie volume 
formé paria série des prismes intérieurs ont chacun leur centre 
de gravité sur cette ligne. Et cette propriété subsiste pour Ie 
tétraèdre qui est leur limite commune. Le même raisonnement 
js'appliquant aux droites menées des autres sommets aux centres 
de gravité des bases opposées, on en conclut que fe cenlre de 
gravité du tétraèdre se trouve au point de rencontre de ces quatre 
droites. On démontre d'aiUeurs en geometrie qüe ces quatre 
droites se rencontrent effectivement en un mème point, et que 
ce point est situé sur chacune d'elles aux f de sa longueur a 
partir du sommet. 

330. REMARQUES. — Si quatrc sphèreshomogènes égales ont 
leurs centres aux quatre sommets A, B, C, D, le centre de gra- 
vité du système des trois sphères B, C, D, est au point H, centre 
de gravité du triangle BCD (n» 322). Le poids appliqué en H est 
donc triple du poids appliqué au qujatrième sommet A; donc le 
centre de gravité général doit se trouver sur AH, et partager 
cette droite dans le rapport de i a 3; i7 se confond donc avec le 
centre de gravilé du tétraèdre. 

On peut composer les quatre poids d'une aulre maniere : on 
compose d^abord les poids A et B en un seul, qui est doublé, 
et appliqué au milieu de AB. Les deux autres poids G et D ont 
de même uné resultante doublé, appliquée au milieu de CD. 
Par conséquent, le centre de gravité général se trouve au milieu 
de la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées. 
Comme il y a trois droites qui joignent ainsi les milieux de 
deux arêtes opposées, le centre de gravité du tétraèdre se trouve 
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d Vintersection de ces trois droites, au milieu de chacune delles. 

331. CENTRE BE GRAYITÉ' BE LA PYRAMIBE QUELGONQUE. — 

On peut toujours décomposer une pyramide quelconque, par 
des plans diagonaux^ en tétraèdres ayant un sommet commun 
et même hauteur. Si Ton fait une section parallèle a la base, a 
une distance du sommet egale aux | de la bauteur^ ce poly- 
gone renferme les centres de gravité de tous les tétraèdres 
(no 329), et, par conséquent, celui de la pyramide. De plus, les 
centres de gravité des divers tétraèdres sont ceux des divers 
triangles de la section : car la droite qui va du sommet d'un 
tétraèdre au centre de gravité de sa base, passé par les 
centres de gravité de toutes les sections parallèles a cette 
base. Il sufflt donc, pour obtenir Ie centre de gravité de la py- 
ramide, d'appüquer aux centres de gravité des triangles de la 
section des forpes proportionnelles aux volumes des tétraèdres 
correspondants , et de composer ces forces. Or ces tétraèdres, 
ayant même bauteur, sont proportionnels a leurs bases, et, par 
suite, aux triangles de la section : donc enfin les forces appli* 
quées doivent être proportionnelles aux aires de ces triangles : 
donc Ie centre de gravité cbercbé est Ie même que celui de Ten- 
semble de ces triangles, ou du polygone de section. Ainsi Ie 
centre de gravité d'une pyramide est celui de la section menée 
parallèlement d la base, a une distance egale aux f de la hau- 
teur d partir du sommet : il est donc sur la droite qui va du 
sommet aui centre de gravité de la base. 

33 !2. GENTRES DE GRAVITÉ DU GONE ET DU GYLINDRE. — Lc rai- 

sonnement, que nous venons de faire, est indépehdant du nom- 
bre des cótés de la base de la pyramide. Le résultat que nous 
avons obtenu s'applique donc au cas oü ce nombre devient 
infini, et oü la pyramide se cbange en cóne. Donc le centre de 
gravité du cóne est sur la droite qui joi^t son sommet au centre 
de gravité de la base, et d une distance egale au quart de sa Ion- 
gueur a partir de la base. 

On verra de même que le résultat obtenu pour un prisme 
quelconque {q9 328) s'étend au cylindre, et qu'ainsi le centre 
de gravité d'un cylindre est au milieu de la droite qui joint les 
centres de gravité de ses bases. 
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555* CENTRB DB GRAViTÉ DU tétraAdue tromqqA. — SoU malnteDaDt un 

tronc de pyramide triangulaire ABGDEF doDt la hauteur est h (lig. 69) Si 

Ton rétabiissait ia pyramide complete, les centres 

yl v,-, A ^ de gravité de cette pyramide et de la pyramide 

enlevée seraient sur la droite Hl qui joint les 

centres de gravité des deux bases (no 328). Done 

. Ie centre de gravité G du tronc $e trouve 9ur cette 

\ f, droite ; et, pour Ie déterminer^ il suffit de calcu- 

Ier Ie rapport de ses distances x et y aux deux 

bases ABC et DEF. Or décomposons Ie tronc en 

trois tétraèdres EABG, GDEF^ ECAD, et considé- 

^*>s* ^^' rons successi vemen t les moments par rapport aux 

deux bases (no 301}. Les distances du centre de gravité 4 la base inférieure 

i 3 

ABC et k la base supérieure DEF sont respectivement - ft et - A pour Ie té- 

3 4 4 4 

traèdre EABG, r- A et ^ ft pour GDEF : elles sont r ft et ^ ft pour Ie tétraè- 

4 4 MM 

dre EGAD, car Ie centre se trouve au milieu de la droite qui joint les milieux 
des arétes opposées AC, DE. D^ailleurs, si Pon désigne par B et ^ les deux 

bases^ on sait que les volumes des trois corps sont - Bft , r ^ft > ^ }/%b . ft, et 

3 3 3 

que Ie volume toul est - (B -^ ^ -|- l/^A)ft. Par conséquent, les moments, 
«> 

pris par rapport è la base inférieure, donnent : 

l(B + ^+|/Bi)fta:=:j^Bft« + J^ft«+5l/BÏ.ft*, 

OU 4(B + *+l/Bi)rr=(B + 3* + 2l/BÏ)ft. 

Les moments, pris par rapport 4 la base supérieure, donnent de méme : 

4(b + ft + |/BÏ).y = (3B+ * + 2 I/bÏ) ft. 

X B + 3ft + 2^'Bft 

On en tire^par division, - ^ — ' -=. (9) 

y 3B + ft + 2l/^ 

G*est1e rapport cherché. 

554» CBNTRE DE GRAVITÉ Dü TRONC DE PTRAMIDE. — LC CCntrO dC gravlté dU 

tronc de pyramide se trouve sur la droite qui joint les centres de gravité de ses 
bases : on Ie démontre en rétablissant la pyramide supérieure. D'un autre c6lé, 
si Ton partage Ie tronc, par des plans diagonaux, en troncs triangulaires de 
méme hauteur, les centres de gravité de ces troncs partiels sont tous dans 
un méme plan , dont les distances aux deux bases sont dans Ie rapport (9) : 
car Ie rapport (9) ne dépend, pour un tronc partiel, que du rapport de ses 
bases, lequel est constant pour tous. Ainsi Ie centre de gravité du tronc de 
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pyramide est celui de la section fait e parallélefnent aux bases, k des distances 
dont Ie rapport est donné par ia formule (9)^ dans laquelle B et ^ représenten! 
les aires de ces bases. 

338* CENTRE OE GRAviTÉ DD TROMC DR cÖNE. — Lo raisonnement que nous' 
TenoDS de faire est indépendant du nombre des pans du tronc de pyramide j 
il s*applique donc au cas oü ce nombre devient infini^ et oü ie tronc de pyra- 
mide devient un tronc de c6ne. D'ailleurs^ si l*on désigne par R et r, les 

rayons des bases> on a : B =: «R*, b=z Kr\ l/Si := wRr; donc : 
a;_ R*+3r« + 2Rr 



(10) 



3Ri + r8 + 2Rr* 

Ainsi Ie centre de gravité du tronc du cóne est sur la droite qui joint les 
centres de ses bases : il est Ie centre de la section faite par un plan paraltéle 
aux bases y è des distances dont Ie rapport est donné par la formule (10). 

§ V. Propriétés des centres de gravité. 

Nous nous proposons de demon trer ici deux théorèmes généraux fort 
remarquables sur les centres de gravité. 

536* PREMIER THÉORÈME DE GuLDiN. — L^airc cngcndréc par un are de 
courbeplane ABzzl, tournant autour d'un axe OZ situé dans 
son plan , est egale au produit de la longueur de eet are par 
la circonférence que décrit son centre de gravité (fig. 70). 

En effei, partageons Tarc AB en éléments recUUgnes MN, et 
abaissons de leurs milieux des perpeodiculaires IP sur Taxe. 
La surface décrite par Tun d*eux^ en tournant autour de Taxe 
OZ, est egale k 27c.lP.MN, et la surface totale est £ Sn.IP.MN^ 
uu 2n.£IP.MN. Or £IP.MN est Ia somme des momenis des 
éléments de Pare par rapporti Taxe : c*est donc aussi Ie mo- 
ment de Tarc entier; et si Ton désigne par g la distance GK 
de son centre de gravité è Taxe, on a 2^ = 2:iP.MN : donc l'aire cherchéeest 
A = 2ïc^/. (11) C. Q. F. D. 
337* SECOND THÉORÊHE DE GuLDiN. — Lc volumc cngendfé par une aire 
plane ABC ^ (t, tournant autour d*un axe OZ situé dans 
son plan, est égal au produit de cette aire par la circonfé" 
rence que décrit son centre de gravité (fig. 71). 

En effet^ considérons un element rectangulaire MNlKzz Aa 
ayant ses cótés parallèies et perpendiculaires è Taxe. Le vo- 
lume qu*il décrit, en tournant autour de Taxe, est la ditférence 

de deux cylindres, et a pour expression tc (mP* — KP*) X PQ^ 
MP-f KP 



Fig. 70. 




Fig. 71. 



OU 2n- 



2 



(MP — KP)XPQ, OU encore ^n.x.Aa, en 



désignant par x la distance k l*ax6 du centre de gravité de Télément. Le 
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irolume total est donc £2ic.;i.A<r, ou 2n.£d;.A<T. Or £x.A« est la somme des 
moments des éléments superficiels par rapport k 1'axe : c'est donc aussi Ie 
moment de Taire toule <r ; et, si Ton désigne par g la distance GVde son centre 
de gravité k Taxe, on a : ff(r = ^x.A9 : donc Ie volume cherché est : 
V = 3ic^ff. 02) C. Q. F. D. 
538* REHAiiQuts.-— Si Pare ou Paire ne décrivent qu^une portion déter- 
minée de la révolution, Taire ou Ie Tolume engendré s*obtiennent en mulii- 
pliant rare l ((u Taire a par Tarc qu*a décrit Ie centre de gravité. 

§ VI. Travail de la pesanteur sur un système de corps. 

S39. THioRÉnB.— £6 travail de la pesanteur sur un corps 
OU sur un système de corps est Ie méme que si la masse de 
ces corps se trouvait concentrée en leur centre de gravité 
géniral. 

En effet, soient p^jp^^ p^,,.. les poids des différents corps, poids 
qu'on peut supposer appliqués en leurs centres de gravité ; et 
soit P Ie poids total appliqué au centre de gravité général. 
Soient z, z^y 2,^..^ (, les distances des centres de gravité parti- 
culiers et général a un plan horizontal quelconque, a Torigine 
du mouvement; et soient «', zf^, «^v^ V, les distances au 
mème plan^ a 1'époque t : ces distances sont positives ou néga- 
tiveSy suivant qu'elles sont comptées au-dessous ou au-dessus 
du plan. Le théorème dés moments, appliqué successivement au 
premier et au second état, donne : 

n=pz+p^z, + p,z,+.... 

fV=:pz^+p,z!,+ p,z\+..., 
et, par soustraction, 

V(V-^)=p{z^-z)+pAz\-z,) + p,{z\-z;^+... (12) 
Or (z^ — z) exprime la hauteur verticale dont le poids p est 
descendu ou monté^ et son signe est + dans le premier cas, 
et — dans le second. Par conséquent p (z' — z) est le travail du 
poids p (no 227) pris avec son signe. Le second membre est 
donc le travail total du système de corps. Or le premier 
membre est le travail d'une masse dont le poids est le poids 
total du système, appliqué au centre de gravité général. Donc 
régalité (12) démontre le théorème énoncé. 
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34IO. APPLICATION. — Lorsqu'on élève un fardeau P d'un 
mouyement uniforme a une hauteur verticale h, on déploie 
une force F constante, qui est egale et contraire au poidsP; 
Ie travail de cette force est donc égal et contraire a celui de 
P; et comme ce dernier est — Ph, Ie travail de la force F est 
+ P A. Il ne dépend donc que de la hauteur verticale parcourue 
par ie fardeau. Cependant si Ie moteur est un homme ou un 
animal, il faut tenir compte de la longueur du chemin par- 
couru horizontalement, laquelle occasionne ou une fatigue 
OU une perte de tempsqui ne sont pas comprises dans Tévalua- 
tien précédente du travail. 



CHAPITRE V. 

COMPOSITION GÉNÉRALE ET ÉQÜILIBRE DES FORCES 

APFLIQOÉES A VH CORPS SOLIDE. 

Progravme : Gomposition générale des forces appliquées ^ un corps solide 
invariable. — Leur réduction k deux forces équivalenles, dont Tune passé 
par un. point donné -^Pour Téquilibre, ces forces doivent étre égales et 
direclement contraires, et la somnie algébrique des travaux des forces 
proposées doit étre nuüe pour tout déplacemeut fictif ou virtuel du corps. 
— En déduire les six équations d*équilibre. 



§ L Composition générale des forces. 

341. DÉFiNiTiON.— Composer un nombre quelconque de 
forces appliquées a uH corps solide, c'est chercher leur réstU- 
tante, si elles en ont une; ou du moins, c'est les réduire au 
groupe de forces équivalentes Ie plus simple possible. 

34S. THÉORÈME i^. — Un système quelconque de forces peut 
toujours étre ramene è trois forces passant par trois points, 
non en ligne droite, pris arbitrairement dans Ie corps ou hors 
du corps, mais invariabkment lies avec luu 

En effet, désignons par A^ B^ C^ les trois points donnés. Soit 
F Tune des forces, et désignons par M son point d'application. 
On peut toujours joindre MA, MB, MC, et décomposer la force 
F en trois autres dirigées suivant MA, MB, MC, ou leurs pro- 
longementSy en appliquant la règle du parallélipipède (n» 496) ^; 
puis on peut transporter Ie point d'application descomposantes 

1 Si les trois directions MA, HB, MG, étaient dans un méme plan, on 
prendrait un autre point d*application de la force F, sur sa direction, et hors 
de ce plan : et si la force F était tout enlière dans ce plan, la décomposition 
pourrait se faire d*une infinité de manières, ou suivant deux directions MA 
et MB seulement. 
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en A^ B^ G^ sur leurs directions respectives (n» 276). En opé- 
rant la méme décomposition sur chaque force du systèine, on 
obtient trois groupes de forces, appliqués Tun en A, Tautre 
en B^ Ie troisième en C. Chacun d'eux peut d'ailleurs se ré- 
duire a une force unique par la règle du polygone (n» 197); et 
Ie système est ramene a trois forces appliquées en A^ B, C. Ce 
qu'il fallait démontrer. 

343. THBORÈMB 2'°«.— TfOM fofces quelconqms P, Q, R, 
appliquées en irois points A^ B, C, d'un corps solide, non en 
ligne droile^ peuvent toujours se ré- 
duire a deux forces équivalenleSj donl 
Vune passé par un des points A, B^ C 
(flg. 72). 

En effet^ soit CX Tintersection des 
deux plans PAC, QBC ; s'il arrivaitque 
ces deux plans se confondissent^ CX 
Fig. 7s. serait une droite quekonque tracée 

dans Ie plan unique par Ie point C. Prenons sur CX un 
point D quelconque, invariablement lié au corps; et joignons 
DA et DB. Puisque AP, AC, AD, sont dans un même plan, on 
peut toujours déconiposer la force P en deux autres p, p^, diri- 
gées sui^ant AC et AD ou suivant leurs prolongements. On 
peut de même décomposer la force Q en .deux autres, q, q^^ 
dirigées suivant BD et BC ou suivant leurs prolongements. Le 
système se compose alors de cinq forces, dont les deux pre- 
mières, p et 9, peuvent être regardées comme appliquées en D, 
et dont les trois autres R, p^, q^y peuvent étre considérées 
comme appliquées en C. Or chacun de ces deux groupes se 
reduit a une seule force; donc le système est ramene è deux 
forces appliquées. Tune en C, l'autre en D. C. Q. F. D. 

344. GOROLLAiRE. — Il résulte de ces deux théorèmes, qu't«n 
%^iième quekonque de forces Yy F^ F,,..., appliquées d'une mor 
nière quekonque d un corps solide, esl toujours réductible d 
deux forces S et T, qui ne sont pas, en général, dans un même 
plan, mais dont Vune passé par un point C donné arbitraire' 
ment dans le corps, et dont l'autre passé par un point D pris 
arbitrairement sur une droite CX. De plus, il y a une inflnité 
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de systèmes de forces S et T^ dont Tune passé par un poiat 
donnéCy qui sont équivalentsau système des forces proposées^ 
puisque lespoints A^ B^ restent entièrement arbitraires^ et que 
Ie point D Test en partie. 

S4ft. THÉORÈMB 3n«. — La iommt algibrique des travaux 
des forees dannies est egale a la somme algibrique^ des travaux 
des deux risultantes S et T. 

En eflét, les décompositions que nous aTons faites^ les trans- 
ports des points d'api^ication sur la direction des forces^ les 
recompositions que nous avons effectuées, n'altèrent pas les 
trai^aux élémentaires (n» 238 et 278). On peut donc écrire : 
l.T¥=T.S+r.T. (i) 

349. REMARQUES. — S'U Brrive que les forces S et T soient 
dans uu méme plan^ on peut les réduire a une seule^ qui est 
alors la resultante unique. Si^ cependant ^ elles étaient égales, 
parallèles et de sens contraire, elles se réduiraient a un couple^ 
et il n'y aurait pas de résultainte. Mais généralement elles ne 
sont pas dans Ie mème plan, et elles ne sauraient se réduire a 
une seuICy comme on va Ie voir (n» 348). 

§ II. Equilibre des forces appliquées d un corps solide libre. 

34T. THÉORÈMB 4>»e.— Pottf qu'ufi systéme de forces quel- 
conqueSf appliquées a un corps solide libre, soit en iquilibre, ü 

^ ^ faut et il suffit que les deux forces S et T, aux- 

\ quelles se ramene Ie système proposé, soient 
c, J!,. l >« égtües et directem^nt opposées (flg. 73). 

O^^ Eu elTet, si Téquilibre existe, il n'est pas 
^ "^ altéré quand on yient a flxer Ie point G. Mais 
alors la f orce S est détruite par la résistance de 
Fig. 78. ce point, qu'on peut théoriquement supposer 
indéfinie; et il ne reste plus que la force T. Or on peut toujours 
décomposer celle-ci en deux forces rectangulaires tet t^^ dont 
Tune ty dirigée suiyant DG ou sou prolongement^ est aussi dé- 
truite par la résistance du point G^ tandis que Fautre t^ a pour 
effet de faire tourner Ie point D autour du point G. Donc^ pour 
que réquilibre existe^ il faut que la composante t^ soit nuUe^ 
c'est-a-dire que la force T soit dirigée suivant la droite GD. 
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Mais alors les deux forces S et T sont appliquées au même 

I pointe ; et Ton sait que, pour Téquilibre, elles doivent êlre 
égales et directement opposées. C. Q. F. D. 

La réciproque est évidente. 
9 S48. coROLLAïRE I.— Il résulto de la que deux forces P et Q, 

t qui ont une resultante unique, sont situées dans un même plan 
(flg. 72, p. 177). Car s'il existe une resultante unique, une 
t force egale et contraire, que nous nommerons R, met i'équi- 
i libre dans Ie système. Si Ton applique k ces trois forces la trans- 
it formation du n» 343, et qu'on ramene Ie système a deux forces 
« S et T, appliquées en C et D, ces deux forces, se faisant équilibre, 
doivent être égales et opposées, et être dirigées suivant la droite 
CD. Par suite, les droites DA et DB, directions des forces p et g, 
sont dans un même plan avec DC, direction de leur resultante 
^ T :€t ce plan contenant DA et AC, directions des forces p et p^, 
contient aussi leur resultante P; contenant DB et BC, directions 
jj des forces q et q^, il contient encore leur resultante Q. Donc les 

II deux forces P et Q sont dans Ie même plan. C. Q. F. D. 

On peut encore Ie démontrer, en remarquant que Ton peut 
tracer une droite qui rencontre P et R. Si Ton flxe cette droite, 
I* réquilibre n'est pas troublé; il faut donc que cette droite ren- 
contre aussi la force Q : il faut donc que les trois forces P, Q, R, 



il.' 



I( soient dans Ie même plan. 

[I On en conclut, que si deux forces P, Q, ne sont pas situées 

] dans Ie méme plan, elles ne peuvent avoir de resultante unique. 
349. GOROLLAiRE u.— On voit encore que si trois forces 

^ P> Q^ R» se font équilibre, elles sont situées dans Ie méme plan 

I (flg. 72). Car alors deux d'entre elles, P, Q, ont une resultante 

^ unique, egale et opposée a la troisième R : par suite elles sont 

^ dans un même plan (ü9 348) ; et comme cette resultante est 

^ dans ce plan, la force R s'y trouve également. 

\ 350. THÉORÉME 5™e.— iorsgw'wn système de forces appli* 

^ jwécs d un corps solide libre est en équilibre, la somme algé^ 

. brique des travaux de ces forces est nulle pour tout déplace* 

., ment fictif ou virtuel du corps, et réciproquement. 

^ En efTet, on a, dans tous les cas (n» 345) : 

^ s.rFisr.s + r.Tj 
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mais, puisque les forces S et T sont, dans Ie cas de l'équilibre, 
égales et directement opposées, on a (n^ 280) : 

T.S+ J.Tz=0; 
donc : 2 T.F = 0. (2) C. Q. F. D. 

Réciproquement^ si, pour iout déplacement du corps, on a, 
2. TT = 0, les forces F se font iquilibre. Car, puisque 2. rF=:0, 
on en conclut r.S+ r.T = (üg. 73). Or, pour que cetle 
somme soit constamment nulle^ il faut que les forces S et T 
soient égales et directement opposées. En effet^ si Ton donne 
d'abord au corps un déplacement quelconque autour du 
point C^ Ie trayail de la force S est nul : il faut donc que Ie 
travail de T Ie soit aussi. Il faut donc que cette force soit con- 
stamment normale au chemin parcouru^ et par suite qu'elle 
passé par Ie point C dans Ie prolongement de DC. On verra 
de méme que la force S doit se trouwer dans la direction CD. 
Cela posé, si Ton imagine un déplacement Ie long de cette 
direction commune, Ie chemin parcouru par les deux points 
d'application est Ie méme; et comme les tra\aux sont égaux et 
de signe contraire, les deux forces sont égales et opposées. Donc 
elles se font équilibre, et il en est de méme du système des 
forces F. C. Q. F. D. 

Ainsi^ la condition nécessaire et suffisante pour qu'un sys- 
tème de forces appliquées d un corps entièrement libre soit en 
équilibre, est que la somme algébrique des travaux élémentaires 
de ces forces soit nulle pour tout déplacement possible du corps» 
C'est cette condition qui va nous servir a calculer les équa- 
tions d'équilibre. 

3&1. THÉORÈME 6me ; ÉQUATIONS D'ÉQUILURE D^UN CORPS 

S0LID£ ENTiÈRRMENT LIBRE. — Cousidérous UI) corps solidc libre, 
soumis a des forces quelconques (fig. IA); et soient F Tune 
de ces forces, et M son point d'application. Tracons dans Fes- 
pace trois axes rectangulaires Ox, Oj^, Oz, et décomposons 
la force F en ses trois composantes Fcosa, F cos 6, Fcosy, 
parallèles aux axes. 

Puisque tous les déplacements sont possibles, donnons au 
corps un déplacement de translation parallèle a Taxe Ox, de 
telle sorte que chaque point décrive un méme chemin Hm=e- 
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Le travail de la force F, dans ce mouvement, se reduit a celui 

de sa composante F cos a, 
c'est-a-dire , a eFcosa : car 
les deux autres composante» 
sont normalesa rélément par- 
couru. Chacune des forces 
du système fournira un tra- 
vail analogue : et il faudra, 
pour réquilibre, que Ton ait 
(no 350) : 

eF cos a 4- eFi COSai + ...= O, 
Fig. 74. OU e 2. F COSazziO, 

et, par conséquent, 2.F cos a = 0. 
Des déplacements parallèles aux deux autres axes fournissent 
des conditions analogues. Ainsi, pour Téquilibre, il faut que 
Ton ait : 

2.Fcosa=:;=0, 2.Fcos6 = 0, 2.FcosY = 0, (3) 
c'est-a-dire, quHl faut que les sommes algéhriques désprojections 
des forces sur chdcun des trois axes rectangulaires soient nulles 
séparémenU 

Donnons maintenant au corps un déplacement de rotation 
autour de Taxe Oz, c'est-a-dire un mouvement dans lequel 
chaque point du corps décrit un are de cercle dont le plan est 
perpendiculaire a Taxe, dont le centre est sur Taxe, et dont le 
rayon est la distance du point a Taxe. Tous les arcs décrits 
sont semblables; et si l'on désigne par c» Tangle de rotation, 
c'est-a-dire, Tarc décrit par un point situé a Tunité de dis- 
tance de Taxe, Tarc décrit par un point situé a la distance d 
est d O). Menons par le point M un plan BMC perpendiculaire a 
1'axe Oz, et qui le coupe en I; et décomposons la force F en 
deux autres. Tune P située dans ce plan, Tautre F cosy per- 
pendiculaire au plan. Puis abaissons du point I une perpendi- 
culaire IN =:p sur la direction de la force P : on peut supposer 
que le point d'application de cette force est transporté en N, 
Dans le mouvement de rotation, le point N décrit autour du 
point I un are élémentaire Nn=pw, qui se confond avec la 
direction NM; par conséquent, le travail de la composante P 
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est Ppco : d'ailleurs celui de Ia composante F cos y est nul, puis- 
que cette force est normale a Télément Nn. Donc Ie travail de 
la force F se reduit a Pp co. Les autres forces du système four- 
nissantdes travaux analogues, il faudra, pour l'équilibre, que 
Ton ait (no 350) : 

Pptó + PjPjW + P,p,tó+...=0, ou cöS.Pp = 0, 
OU 2.Pp = 0. 

Si Ton donne au corps des déplacements de rotation autour 
des deux autres axes^ on trouvera des conditions analogues. 
Ainsi, en appelant Q et R les projections de la force F sur des 
plans perpendiculaires aux axes Oy et Ox, et 9 et r les plus 
courtes distances de ces projections aux axes correspondants, 
on devra avoir^ pour Téquilibre : 

2.Pp = 0, l.Qq = 0, 2.Rr = 0. (4) 
On remarque que Pp est, par déflnition, Ie moment de la 
force F, par rapport k Taxe Oz {üp 249). Ces conditions s'é- 
noncent donc en disant quHl faut^ pour tiquilibre, que les 
sommes des momenis des forces du syslèmepar rapport d cha- 
cun des trois axes reclangulaires soient nulles séparément. 

S ft !9 . AUTRE FORME DES TROIS DBRNIÉRES EQÜATIONS d'ÉQUILIBRE. 

— Les trois dernières équations(4) se mettent ordinairement 
sous une autre forme. Construisons les coordonnées HC = j:, 
VB = yy MA = z du point H. Comme la force P est la resul- 
tante des forces F cos», F cos 6, Ie moment Pp de cette force, 
par rapport a Taxe Oz, est la somme des moments des compo- 
santes par rapport au même axe (n© 250). Or ces deux der- 
niers moments sont évidemment F cosa x IC ou Fy cosa, et 
F cos 6 X IB OU ¥x cos6 : d'ailleurs ils tendent a faire tourner 
les points d^application C et B autour du point I en sens con- 
traire : donc ils sont de signe contraire, et Ton a : 

Pp = Fa? cos 6 — Fy cos a = F (x cos 6 — y cos a). 
On trouvera de méme que : 

Qg = F (z cosa — X cos y), 
et que Rr =F (y cos y— z cos6). 

Par conséquent^ les trois équations (4) peuvent s'écrire : 
2.F {x cos6— y cos a)z=:ü, 2.F (z cosa — X cos y)=0, 1 . . 
?.F(ycosY— J5COsS) = 0, ) 



ÉQÜIL. DES FORCES APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE, 483 

3ft3. THÈORÉMB 7>"« : BÉCIPROQUEMENT, LES SIX EQUATI0N8 

d'équilibre sont SUFFISANTES.—Les six équations (3) et (5) sont 
nécessaires pour Téquilibre, puisque la somme des travaux des 
forces doit étre nuUe pour cbacun des six déplacements. Hais 
il y a d'autres déplacements pour lesquels on doit avoir aussi 
2.7F=: 0. Il nous faut doncdémontrerque cette condition est 
remplie pour tout déplacement possible, dès que les six équa- 
tions (3) et (5) sont satisfaites; c'est-a-dire, que ces six équa- 
tions sont suffisantes pour Téquilibre. 

Supposons/en effet, que ces six équations soient yériflées: 
si Ton ranüène Ie système des forces F au système équivalent 
des forces S et T (n» 3AA), les six équations auront lieu pour Ie 
dernier système, puisqu'elles ont lieu pour Ie premiereet qu'on 
a toiyours 2. TF = T. S + T.T. On aura donc : 

Scosa + Tcosaj = 0, \ 

Scos6 + Tcos6j = 0, (6) 

Scosc + T cosCi = 0; ! 

S ($ cos 6 — Yi cos a) + T (5i cos ftj — v\^ cos a^) = O, J 

S (? cosa — 5 cos c) + T (^^ cosa, — l^ cos Cj ) = O, > (7) 

S (tl cosc — C cosi) + T {^f\^ coscj — Cj cos &J = 0. I 

On tire des trois premières, en faisant passer les seconds 

termes dans les seconds membres, les élevant au carré et les 

ajoutant : 

S« = T% OU S=:T; (8) 
par suite, 

C08ai=: — cosa, cosójzr— cos6, cosCi=— cosc: (9) 

donc le^ forces SetT sont igales, paraïlèles et de sens contraire. 

De plus, en éliminant T cos a^, T cos 6^, T cos c^, des trois der- 

nières équations, a Faide des trois premières, il \ient : 

Scos6(? — 5i)=Scosa(7j — 7ij)y 

S cosa (C — y = S cos c (5 — SJ, 

Scosc (y) — Y),) = S cos6 K — i;^; 

d'oü Fon tire, par division (si aucun des diviseurs n'est nul), 

i=ii=!Lz:f=i=^. (10) 

cosa cos o cosc 
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Or, si l'oD désigne par l la distance des points d'application des 

forcesSetT, — r--, — p-*, — p^,sont les cosinus des angles 

que cette droite fait avec les axes. Les relations (10) expriment 
doncqueces cosinus sont proportionnels aux cosinus des angles 
que la direction commune des forces S et T fait ayec les axes. 
Mais la somme des carrés des premiers est egale a i^ comme la 
somme des carrés desderniers : donc les cosinus sont respective- 
ment égaux ; et les deux directions, qui ont un point commun, 
se confondent. Donc, hs deux forces S et T sont directement 
opposies: comme elles sont égales, elles se font équilibre; et 
il en est de méme du système proposé. 

354. REMARQUE. — La dernière partie de la démonstration 
précédente repose sur les égalités (10). Or la troisième de ces 
égalités est la conséquence des deux autres; les cinq premières 
équations d'équilibre en trainent donc, en général, la sixième, 
et sont, par conséquent, dans ce cas, seules nécessaires et suf- 
fisantes. Hais certains cas peuvent se présenter (et Ton peut les 
faire nattre par un choix convenable de coordonnées), oü les 
cinq équations ne seraient plus suffisantes, et oü la démonstra- 
tion est en défaut. Ge sont ceux oü certains facteurs sont nuls, 
et oü les divisions qui fournissent les équations (10) ne sont 
plus permises. Supposons, par exemple, qu'on choisisse l'axe 
des z parallèle a la direction de la force T; c'est-a-dire que 
Ton ait : 

Oj = 90o, 6, = 90o, c^ = O, 
les trois équations (6) deviennent, dans cette hypothese : 

Scosa = 0, Scos6 = 0, Scosc=— T; 
et comme S n'est pas nuUe, on en conclut, a = 90», 6 = 90», et 
par suite c = O, S = — T : les forces S et T sont donc égales 
et contraires. En outre, les deux premières des équations (7) 
deviennent : 

= 0, = S(5-5,); 
et, pour les vérifler, il suffit de prendre 5 = $i, c'est-a-dire de 
choisir Ie plan yOz parallèle au plan des deux forces, ce qui 
est aussi toujours possible. Ainsi, en adoptant ces deux hypo- 
theses, les cinq premières équations d'équilibre sont vérifiées; 
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et cependant il n'y a pas nécessairement équilibre ; car les deux 
forces S et T peuvent alors former un couple. Ces équations ne 
soDt doDc pas sufflsantes. Mais si Ton y joint la dernière 
S(ïi — '»ii) = 0, laquelle exige que y\=::\, on voit que les deux 
forces ont leurs points d'application sur une méme parallèle a 
Taxe Oz; elles sont donc directement opposées; elles se font 
équilibre^ et il en est de méme du système proposé. 

On doit donc conserver les six équations (3) et (5), comme 
représentant les conditions nécessaires et süfDsantes pour Té- 
quilibre général d'un corps solide entièrement libre. 

355. AUTRE REMARQUE.^Si Ie corps n'était pas solide^ les 
six équations ne seraient plus sufflsantes pour Téquilibre : 
mais elles seraient encore nécessaires ; car^ lorsqu'un pareil 
corps est en équilibre, Téquilibre n'est pas altéré, si Ton vient 
a Ie solidifier, et alors les six équations sont vérifiées. 

Si, au contraire, Ie corps est solide, et gêne par un obstacle, 
les six équations sont toujours sufflsantes; mais elles peuvent 
n'être plus nécessaires; car Tobstacle peut tenir lieu de cer- 
taines conditions. 

S5II. THÉORÈME 8m« : CAS PARTICÜLIERS.— i^ Si tOUteS ICS 

forces sont concourantes, on peut prendre Ie point de concours 
pour origine des coordonnées : alors les trois équations (5) 
sont Yérifiées d'elles-mêmes, et les seules conditions d'équi- 
libre sont : 

2.Fcosaz=0, 2.Fcose = 0, 2.Fcosy=0. (il) 
Ce sont celles qui ont élé trouvées (n» 207). 

2o Si toutes les forces sont parallèles, on peut prendre Taxe 
des z parallèle a leur direction commune; alors la première, 
la seconde et la quatrième équation d'équilibre sont vériflées 
d'elles-mêmes, et il nereste plus que les trois autres conditions: 

2.F = 0, l.¥x = Oy 2.Fy = 0. (12) 
Ce sont les conditions trouvées (n» 309). 

3» Si toutes les forces sont dans Ie mémeplanf en prenant ce 
plan pour plan ^Oj^, la troisième, la cinquième et la sixième 
équation sont vériflées d'elles-mêmes, et les seules conditions 
d'équilibre sont : 
2.Fcosa = 0, 2.Fcos6 = 0, 2.F (a?cos6-"ycosa)=0. (13) 
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Ainsi^ il faut et il suffit, pour riquilibre, qw les sommes des 
projections des forces sur deux axes rectangulaires situés dans 
leur plan soient nulles siparément pour chacun d'eux, et que 
la somme des moments des forces ^ par rapporti unpoint queU 
conque du plan, soit igale d zéro. 

4» 5t les forces sont d la foisparallèles et dans Ie méme plan, 
on peut prendre ce plan pour plan xOy, et choisir Taxa desa; 
parallèle aux forces : alors la deuxième des équations (13) est 
ifériflée d'elle-méme^ et les deux autres se réduisent a 

2F=:0, 2.Fy = 0. (14) 

Ainsi^ t7 faut et ilsuffit, pour Véquilibre, que la somme alge- 
brique des forces soit nulle, et que la somme des moments des 
forces par rapport a un point du plan soit igale a ziro. 

§ III. Equüibre des forces appliquies d un systime gêne. 

35 T. THÉORÈME 9"^ : GAS d'un pointfixe.— lorsque/ecofps 
a un point fixe autour duquel il ne peut que tourner^ on peut 
prendre ce point pour point d'application de Tune des deux 
forces S et T : TefTet de Tautre sera de faire tourner Ie corps^ a 
moins que sa direction ne passé aussi par Ie point fixe. 11 faut 
doncypour Fiquilibre, etcela suf fit, qus Ie systime ait une réstU- 
tante unique, et que cette risultante passé par Ie point fixe. 
Cette resultante représente d'ailleurs la charge du point fixe. 

Désignons cette force par R^ et les angles qu'elle fait ayec 
les axes passant par Ie point fixe^ par a, 6, c. La résistance de 
ce point fixe est egale et contraire a R : et en introduisant 
cette dernière force dans Ie système^ on peut regarder Ie corps 
comme entièrement libre. D'ailleurs ses moments par rapport 
aux axes sont nuls, puisqu'elle les rencontre : on dolt donc avoir : 

2.Fcosa — Rcosa=0, 
2.Fcos€— Rcos6=0, 

2.FC0SY — Rcosc = 0; 

) (15) 
2.F (x cos 6 — y cos a) = O, 

2.F (z cos oL — x cos y) ac O, 

2.F (y cos Y — « cos 6) = 0. 
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^ Les trois premières équaiions fournissent la grandeur et la 

^ direction de la resultante, et^ par conséquent, de la résis- 

tance du point flxe. Les trois dernières sont les condiiions 
t d'équilibre. Ainsi, il faut et il suffit, pour Véquilihrey que 

les sommes des moments des forces, par rapport a trois axes 
b; rectangulaires passant par Ie point fixe, soient nullés sépa- 
i.' rément. 

35 S. THEORÈME 10>n« : GAS d'un axe TULR.—Lorsqi^ Ie corps 

a deux points fixeSy ou un a^e fixe autour duquel il ne peut 

que tourner, on peut prendre un point de l'axe pour point 

d'application de la force T. L'effet de la force S sera alors de 

faire tourner Ie corps, a moins qu'elle ne soit dans un même 

* plan a\ec Taxe. Car on peut la décomposer en deux forces, 

Tune parallèle a l'axe et qui est détruite, Tautre perpendicu- 

^ laire et qui fait tourner. Il faut donc, pour riquilibre, et eela 

suf fit, que les deux forces S et T soient dans un même plan 

}^ avec Taxe. 

j; Prenons Taxe flxe pour axe des Zy et Ie point d'application 

jv de T pour origine. Soient a, b, c, et a^y ftj, c^ les angles que les 
;iii directions des forces S et T font ayec les axes ; et soit He js du 
I point d'application de la force S. Les réactions de Taxe sont 
,p deux forcea égales et contraires a S et a T; et, en les introduin 
^- sant dans Ie système, on peut regarder Ie corps comme entiè- 
Ij^ rement libre. Les six équaiions (np 351) sont donc applicables, 
y^ ei Ton a : 

sj 2.F cos a — S cos a — T cos a» = O, 

[5 2.F cos 6 — S cos 6 — T cos b^ = O, 

(f l.F cos Y — S cos c — T cos c^ = 0; 

f 2.F (x cos 6 — y cos a) = O, 

^ 2.F(5r cosa — iccosY) — S/cosa = 0, 

2.F (ycosY —z cos 6) + S/cos 6 = 0. 

Les deux dernières équations donnent les valeurs de S cos a et 
de S cos 6;. puls la première et la seconde donnent celles de 
T cos a^ et de T cos 6^^ et Ia troisième donne celle de la somme 
S cos c +T cos Cj. La seule équation d'équilibre est la quatrième. 
DonCy il faut et il suf fit, pour Véquibre, que la somme des mo^ 
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ments de$ forces, par rapport a Vaxe fixe, soit nulle d'elle- 

ffiéfM. 

35#. REMARQUE.— On remarque ici que les réactions de 
Taxe ne spnt pas complétement déterminées : on coDnait 
leurs composantes perpendiculaires a eet axe; mais on ne 
connait pas leurs composantes parallèles, et il n'y a que 
leur somme qui soit déterminée. Cela doit être; car si Ton 
appliquait suivant Taxe^ deux forces quelconques, égales 
et opposées , Téquilibre ne serait pas altéré : mais les deux 
composantes seraient modiflées^ et leur somme resterait la 
même. 

300. THÉORÈME li"'.— 5t; cependanty Ie corps pouvait gliS' 
ser Ie long de Vaxe^ eet axe ne pourrait détruire que des forces 
normales : ses deux réactions seraient donc, dans ce cas, per- 
pendiculaires a Taxe O2 ; et par suite leurs composantes suivant 
Taxe, — S cos c et — T cos c^, seraient nulies. Les forces S el T 
sont alors complétement déterminées par la première^ la se- 
conde^ la cinquième et la sixième des équations (16). Les deux 
autres 

S.F cos Y = O, 2.F(a?cos6 — ycos«) = 0, (17) 

donnent les conditions d'équilibre. Ainsi^ t{ faut pour Véqui- 
librê, dans ce cas, de plus que dans Ie cos precedent, que la 
somme des projections des forces sur Vaxe soit nulle. 

361. THÉORÈME i2°>« : GAS d'uN PLAN FIXE.— 5» Ic COrpS 

s'appuie contre un plan fixcy sur lequel il ne peut que glisser, 
les réactions de ce plan sur les points en contact ne peuvent 
être que normales; comme^ -d'ailleurs^ elles sont de même 
sens, elles ont une resultante egale a leur somme et normale 
au plan. 11 faut donc, pour léquilibre, que les forces du sys- 
tème aient une resultante unique, egale et opposée a cette réac- 
tion^ c'est-a-dire^ norm^e au plan^ et rencontrant ce plan dans 
Vintérieur dupolygone formépar les points de contact. 

Si Ton prend Ie plan fixe pour plan xOy, toutes les pres- 
sions R, R„ R,,.- R-» soï^* parallèles aTaxe des z; et Ie système 
est en équilibre sous Taction des forces F, et sous les réac- 
tions égales et contraires a R, Rj,... R«. Si donc on désigne par 
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ly II,... Inj les abscisses, et par '/\, vji^... >)•, les ordonnées de 
leurs points d'application, les six équalions deviennent : 

2.Fct)sa = 0, 

2.Fcos6 = 0, 

2.FC0SY— 2.R = 0, 

2.F {x cos € — y cos «) = O, 

2.F (2 cos a — a: cos f) + 2. Ra? = O, 

2.F (y cos Y — js cos 6) — 2.R]y =0. 

La troisième équalion détermine 2.R, c'est-a-dire la resultante, 
OU Ia charge totale du plan ; la cinquième et la sixième don- 
nent 2.Rx et 2.Rv : les trois autres fournissent les conditions 
dëquilibre. 11 faut et il suffity pour réquilibre, que les sommes 
des projeclions des forces sur deux axes rectangulaires situés 
dans Ie plan fixe, soient nulles séparément, et que la somme des 
moments de ces forces, par rapport a wn axe perpendiculaire 
au plan fixe, soit aussi nulle. 11 faut^ d'ailleurs^ que 2.Fcosy 
ait Ie signe convenablO) pour que les forces F pressent Ie corps 
centre Ie plan. 

36!SI. REMARQUE. — S'il n'y a que trois points de contact, les 
équations (3)^ (5) et (6) du système (18) donnent les valeurs des 
trois pressions R, Rj, R,. Mais s'il y en a plus de trois, Ie pro- 
blème de^ient indéterminé, puisqu'on n'a, pour les détermi- 
ner, que trois équations. Toutefois Tindétermination ne tient 
ici qu'a Thypotbèse de la solidité absolue dont nous avons doué 
les corps : en réalité ils sont cornpressibles, et ils exercent Tun 
centre Tautre, aux points de contact, des réactions qui dépen- 
dent de la loi de déformation, et entre lesquelles il existe des 
relations inconnues propres a les déterminer. 

§ IV. Relation entre k travaü et la farce vive. 

363. THÉORÈME \3^^. — La demi-variation de la force \>ix>e 
dun corps solide en mouvement, per^ant un intervalle de temps 
donnéy est egale a la somme algibrique des travaux des forces F 
appliquées d ce corps. 

En eJBfet, désignons par m la masse d'une des molécules du 
corps, et par Vo et v ses vitesses initiale et finale, la variation 
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de sa force vive sera mv* — mt?.*, el la variation de Ia force 
yive du corps sera la somme des \ariations relatiyes a chaque 
molecule^ ou Zmv' — 2mt).'. 

Or les forces appliquées a une molecule m sont, d^une parl^ 
la force extérieure F, et, de Tautre, des forces intérieures P, 
P(,.... La molecule, sous raction de ces diverses forces, est 
entièremeni libre; on a donc, d'après.les théorèmes des 
n^ 235, 238 et suivants : 

i(mtJ* — mvo») = r.F + 2. TP. 

2 

Des équations analogues oot lieu pour chaque molecule du 
corps. Ea les additionant membre a mémbre, on a : 

^ (2.mi?«— 2.mr.«)=:2.rF+2.(2.TP). 

Or Ie dernier terme est nul : car la force P ne peut être que la 
résistance exercée par un point flxe sur la molecule m, ou Tac- 
tion d'une molecule m^ sur celle-ci. Dans Ie premier cas, la 
molecule ne peut que tourner autour du point fixe , et décrire 
un element normal a la direction de la résistance P : donc Ie 
travail de P est nul. Dans Ie second, l'action de mf sur m est 
egale et directement opposée a la réaction de m sur mf, et la 
somme des travaux de ces deux forces est nuUe. Ainsi Texpres- 
sion 2.(2. TP) se compose de termes nuls d'eux-mémes , et de 
termes deux a deux égaux et de signe contraire : cette somme 
est donc nulle, et Ton a : 

|(2.wtJ*-2.mi?.«) = 2.rF (19) C.Q.F.D. 

304. GOROLLAiRES.— i"" Si UU corps entiirement libre est 
soumis d faction de forces en équitibre, on sait que 

2.TF = 0; donc 2.mt>r=2.mi).'; 
Ie corps est immobile, ou se meut avec une force vive constante, 
quoique chaque point en particulier puisse avoir un mouve- 
ment yarié quelconque. C'est par cette circonstance que se 
manifeste l'inertie de la matière dans un corps solide libre. 
S'il s'agissait d'un seui point matériel, cette oondition donnant 
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V = Voy Ie point seraü immobiU, ou son mouvement serait uut- 
forme. 

2o 5t un corps est mobile autour (ïun axe fixe, sous Vaction 
de forces en équilibre, la force ^ive est encore constante. Mais 
alors , si Ton désigne par oi la yitesse angulaire a Tepoque t, et 
par p la distance de la molecule m a Taxe , comme on a : 

V = poo^ la force ^he devient 2fnp'u>*; et, comme cd a la méme 
valeur au méme instant pour toutes les molécules, on peut 
écrire m'Smp*. Pour que cette expression soit constante ^ il 
faut et il suf fit que co Ie soit; ainsi Ie corps est tmmofrtte, ou Ie 
mouvement de rotation est uniforme. C'est de cette maniere 
que se manifeste Tinertie de la matière dans un corps solide 
mobile autour d'un axe fixe. 



CHAPITRE Yl. 

EXERCICES ET APPLICATIONS. 



S6S- PRMiiiR raoBLÈHK. ^Trawer U centre de gravUé tTune zone sphé- 
rique. 

Ge poiDt est situé sur Ie rayon de la sphère, perpendiculaire auK bases de 
la zone; et il suffit de trouver sa distance jt è la base inférieure. Or si Toq 
désigne par r Ie rayon de la sphère, et par h la hauteur de la zone^ Ie moment 
de cette aire, par rapport k sa base, est ^ktHx. D*un aulre cdté, si Ton par- 
lage la zone en it zones équivalentes par des plans équidistants parallèlesaux 
bases, et si Ton désigne par a;|, x,, x^,.,, x^^ les distances des een tres degra- 
yité de cbacune d*elies k leurs bases inférieures, les distances de ces mêmes 
points k la base inférieure de la zone donnée sont respectivement : 
h 2fc . (ti— l)fe 

et comme Taire de cbaque zone partielle est 2icr -^Téquation des momenis 

II 

donne : 

OU a: = i[«i + a:, + «5+... + «^ + ^[1+J+...+ (n— 1)]J, 



a:i4-*i+*5+.-.+«^, 



n hn(n—i) 



OU *= ^ ^ ^^, 

.... ^. hH{n—l) h/ \\ 

Or «» + «i + *,+...+«,<ft. e» — W =2V*~«)' 

donc, si Ton faii croltre n indéfiniment, on a, è la limite : 

ft 

Ainsi Ie centre de gravité de la zone est au milieu de la droite qui Joint lei 
centree de ses bases. 

On arrive au méme résullat, en décomposant Ia zone en éléments plans ta, 
et eu appliquant k ces éléments Ie théorème des moments. En effet, soit p la 
distance de Télément <a au plan du grand cercle de la sphère qui est parallèle 



i- 
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aux bases de la zone; son moment^ par rapport ^ ce plan, est p co ou 

P P 
fb) X -• Or ' est Ie cosinus dé l*angle que Télément co fait avec ie plan du 

p 
grand cercle ; donc (o - est la projection u' de eet element sur ce plan : donc 

Ie moment de Télément est ra)^ Ainsi, en désignant par z la distance du 
centre de gravité cherché au centre de la spbère, on a : 

Of 2(i>' est la projection de la zone sur Ie plan du grand cercle^ ou la diffé*- 
rence des aires de ses deux bases, c'est-k-dire it (p'* — p"') : d*ailleurs, en 
désignant-par Zi et «, les distances des deux bases au centre de Ia spbère, 
on a : 

p/« — r« — a»*, p"« = r* — a;,* : donc 2 w' zz tc (^,« — «,«) : 
donc : 2 w r fta = tc r («,« — Zi*) , 

et, comme /i = «, — «i, on tire de Ik : 



a = -i^. (2). C. Q. F. D. 



566- SECOND PROBLÊME.— Tr(7ttt;er Ie centre de gravité d*ün secteur $phé^ 
rique. 

Ge point se trouve sur Taxe de révolution du secteur. Pour déterminer sa 
distance x au centre de la spbère, on con^oil Ie secteur partagé en une iofi- 
nité d'éléments pyramidaux qui ont pour sommet commun Ie centre, et pour 
bases les éléments plans Ue la zone, base du secteur. Le centre de gravité de 
chacune de ces pyramides se trouve sur un ceriain rayon de la sphère, aux 
3 
- de sa longueur k partir du centre (n» 331). Donc, si Ton tracé une sphère 

3 

coucentrique k la spbère donnée avec les j de son rayon, la zone, que com- 

prend le secteur donné, contient tous les een tres de gravité. D'ailleurs les 

poids appliqués en cbacun de ces points sont proportionnels aux bases des 

éléments de volume» et, par suite, aussi aux aires interceptées par eux sur la 

zone intérieure. Donc, le centre de gravité cherché est le mime que celui de 

cette derniére zone. Donc, si Ton désigne par o?} et x^ les distances du centre 

de la spbère aux deux plans qui limitent la base du secteur, on a : 

3 d;« 4- jc, 3 

« = -— i — , üu x = ^(x^ + x;), (3) 

Si l'on désigne par 6^ et par 6, les angles que les rayons extrèmes du sec- 
teur circulaire générateur font avec Taxe de révolution, on a : 

3 
XiZHr 006^1, a;j = rcos6„ «= r r(cos6i + cosS,). (4) 

43 
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Si la base du seeteur est me calotle, ^ = 0, cos 6. = 1> et 

3 6i 

a? = -rco8«~. (5) 

é, i 
Si Ie secleiur est uoe demi-sphère, 6, =90<», cos* -- = -^ et 

3 

a: = gf. (6) 

567- TROisiÊHB ptiOBLÈME.'^Onfxtrintdêl'intérieur (Tune sphère, de rayon 
Ri tfii« iphére de rayon r ; on demande Ie centre de graoUé du wlnme qiU rette. 

Soit d la distance des deux oentres : Ie point eherché est sur ceite iigne, 
de 1'aulre c6ié du centre de la grande sphère ; car Ie poids de cette dernière 
est la somme des poids de la petite spbère et du Yolome qui reste. De 
plus, les distaoces des centres de gravité de ces deux corps au centre de Ia 
sphère donnée dolven t étre en raison inverse de leurs poids ou de leurs vo- 
lumes; on a donc, en désignant par o; la distance du point eherché au ceolre 
de la spbère de rayon R» 
4 

-SS . üu xzzzd . (7) 

5II8- BXERGiCBs PR0P06És.-*0n pourra chercher k résoodre les questioos 
sulvantes : 
lo Trouver Ie centre de gravité de la êurfaee laterale d'un eóne droiL 
En déoomposant cette aire en trlangles élémentaires, on trouvera que ee 

point est sur Vaxe du eóne, è une distance du sommet egale aux -de la 

hauteur. 

On en conclura aisément la position du centre de gravité de la surface 
totale. 

20 Trouver Ie centre de gravité d'un segment sphérique itune base. En con- 
sidérant Ie segment comme la différence entre un secteur et nn cftne, on 
trouvera que Ja distance du poiut eherché au centre de Ia sphère est 
_ 3 (r + d)« 

Il étant la distance de la base du segment au centre. 

30 trouver Ie centre de gravité d'une tranche êphérique, comprise entre 
deux plans parallèles. 

En la considérant comme la différence de deux segments k une base, eten 
désignant par d, d' et x les disUnces des deux bases et du point eherché ao 
centre de la sphère^ on trouvera : 

"^""4 (3r« — rf«--d'* — dd') ' 
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4» On appüque è neuf des somtnets d'un décagone régulier des poids 
égaux : on demande Ie centre de gravité du systéme. 
On raisonne comrae dans Ie problème S^e (n» 367). 
5» Trouver Ie centre de gravité de l'aire comprise entre un are de la 

X 

sinusoïde, y^ia s\n -, et l'axe des x. 
a 

X 

On remarquera !<> que Paire de Ia courbe est Ia foncUon dont a sin - 

a 

est la dérivée (d» 60); sidonc on prend celle aire entre a;=z O et 2;= ica, 

OQ irouverapoursa valeur Sa^. 2pLe centre de gravité se trouve sur Tordon- 

na 
née correspondanle èi ic = — (n» 316, 3o;. 3o Le moment d'un element yAx 

2 

^ a . ö* sin« - Ax 

y^Ax a 
* de Taire, par rapport ^ Taxe des x, est — — — ou ; et Ia somme 

£ 

de ces moments est l'aire d'une autre courbe dont i'équalion serail 

X X 

fl* sin* - fl* sin' - 

a d 

y = ; donc elle est la fonction dont — est la dérivée: celle 

2 z 

■X X 

a'^x — a' sin - cos - 
a 

5* fonction , prise depuis re = O, est ; et entre a; zz O et 

• 4 

ih x^iiza, elle a pour valeur ---. On conclut de Ik, pour Tordonnée du centre 

4 

fl 

! de gravité, 2^ = -5-. 

i'. 8 

569- THÉORÈME. — Le centre de gravité d'un systóme quilcanque se meut 
comme unpoint matériel qui réunirait totUe la masse du systéme^ et qui serait 
sollidté par toutes les forces extérieures, transportées en ce point pardUèle^ 
ment è elles-mémes. 

ƒ En eflTet, soient m, m', m'V** les masses d'un système de points matériels 

en mouvement sous Taction de forces quelconques (extérieures ou mutuelles) : 

^ et soient, k Tépoque t^ x, x', x'\„. les abscisses de leurs centres de gravité* 

Si Ton pose m + »»' + «»'' +••• =M, et si Ton désigne par § Tabscisse du 
centre de gravité du système, on sait que Ton a (uo 307) : 
M $ = ma? + mfxf + m"x" +..♦. (8) 

^ di Ton prend les dérivées des deux membres, on a^ en désignant par 

Vjt, v'x, t^"*,»*« Vjr, les vitesses de chaque point et celle du centre de gra- 

^' vité du système, estimées suivant Taxe Ox : 

^' M V, = mvjc + mfv'x + m" v%+.„ (9) 

formule qui fait connatlre V^ ou la projection de la Vitesse du centre de gra^ 
vité du système sur Taxe des x : deux formules aualogues, relatives aux axes 



196 LIVRE IV.— CHAPITRE VI. 

Oy et 02, feraient coDnaUre les projections V, et V., ei, par suite la yit«sse 
V du centre de gravité dans Tespace. 

Prenons enoore les dérivées des deux membres de réquation (9) : en dési- 
gnant par y«>y'', y^jtv r«j les accélérations estimées suivant Oxj doos 
avons; Mr, = mr* + to't'x + «»''/,+... (10) 

Gette formule et deux au tres analogues font connattre les composantcs 
r,, r,, r,, de racoéléraOon r du centre de gravité du système; et par suiie 
r est déterminée. 

Or mr représente la résulunte des forces qui agissent sur Ie point m, 
soit que ces forces soient extérieures, soit qu^elles naissent des actions 
des autres points du système sur celui-ci. De méme ni!y\ m^f,.„ sont les 
résultantes des forces qui agissent sur les points m*, m'',.... Si donc on ima- 
gine que toutes ces forces soient transportées parallèlement k elles-méffles 
au centre de gravité du système, la somme mTx + m/Y', + wi''Y*''+"' 
représente leur resultante totale estimée parallèlement k Ox. Mais MFxest 
la force, estimée suivant Ie niéme axe, avec laquelle la masse totale M da 
système^ concentrée au centre de gravité, devrait être sollicitée, pour que 
ee poInt re^At Taccélération qu*il possède réellement. Donc réquation (10) 
prouve, qu*en projection sur un axe quelconque Ox, Ie centre de gravité se 
meut, comme si toute la masse du système était concentrée en ce point, et 
comme si, en méme temps, toutes les forces y étaient transportées parallèle- 
ment k elles-mémes. Il en est donc de méme dans Tespace. 

D^ailleurs Taction qu*un point m revolt d^un point m' est egale et opposée 
k ceile que Ie point m' re^it du point m : transportées au centre de 
gravité, ces deux actlons se détruisent, et n*ont aucune influence sur son 
mouvement. Ge mouvement ne dépend donc, ni pour sa direcUoo^ ni peur sa 
nature, des actions mutuelles des points du système : il est celui d'un point 
qui réunirait toutes les masses, et qui serait soilicité par toutes les forces 
extérieures, transportées en oe point parallèlement k elles-mémes. G'est ce 
qu*il fallait démontrer. 
570- QCATR1ÊMG PROBLÈME. — Detix boules sphéfiqties pesantes A et K' ,de 
masses m et m', sont liées l'une èt Vautre par w 
fil inextensible et gans masse AA'=: 1 : Vune (belles, 
K', peut glisser, sans frottement, sur un plan ho- 
rizontal fixe H, dans une rainure BG ; une fente, 
pratiquée dans la. rainure , laisse passer Ie fU AA'. 
On écarté la boute A de la verticale , de maniere 
• que Ie plan BGA reste vertical , et on Vabandonne 

Fig. 75. ^ elle-méme, sans vitesse initiale : on propose de 

déterminer la trajectdre de cette boule A (fig. 73). 
Le système en mouvement se compose des deux masses pesantes A et A^ 
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liées Tune k Tautre par un fil lendu AA'. Les forces qui agi^sent sur la masse 
m de A, k Tépoque t, sont : !<> son poids mg, 2o la tension T du fil^ dlrigéede 
A vers A'. Les forces qui agissent sur la masse m' de A' sont : !<> son poids 
m'ff, 2o la tension T du til, dirigée de A' vers A, 3» la réaction N du plan 
horizontal H, dirigée de bas en haut. Toutes ces forces agissent dans Ie plan 
h vertical BGA, et la vitesse initiale est nulle : Ie système ne sortira donc pas 

2 de ce plan. 

Si l*on transporte ces forces, parallèlement è elles-mémes, au centre de 
^ gravité G du système des deux masses , les tensions T se détruisent comme 

i actions mutuelles ; les autres forces mg, m'g, N, sont verticales. Donc Ie point 

t G se meut, comme un point dont la masse serait m-\-mf, et qui serait solli- 

i cité par ces trois forces verticales (no 369). D'ailleurs la vitessé initiale est 

K Dulle : donc Ie point G se meut verticalement : il n*abandonne pas Ia verti- 

cale OG dans laquelle il se trouve k Torigine du mouvement, 
r Comme Ie point A' décrit en méme temps Thorizontale BG, et que la Ion- 

k' gueur A'G est constante, il résulte de l'un des modes de génération de 

« Tellipse que Ie point A décrit une ellipse, dont les demi-axes sont AA' et AG, 

i; et dont Ie centre est au point O. En désignant, suivant Tusage, ces demi- 

axes^ par a et ^, on a : 

' a = l, b = lX-^. (H) 

^ m + m^ 

Si les deux masses m et m' sont égales^ Ie point G est au milieu de AA', 

^ l 

el Ton a : a = /, * = 3. 



t 



Si la masse mf est trè&-grande par rapport k m, Ie rapport — -r- — ^ est 

très-voisin de l'unité, les axes sont k peu prés égaux, et Tellipse converge 
▼ers un eerde dont Ie centre serait A'. G'est ce eerde que décrit Ie point A 
3i la limite, lorsque ml est infinie : on pouvait aisément Ie prévoir, car alors 
les forces du système ne peuvent plus mettre en mouvement celte masse qui 
reste immobile, et Ie système devlent un pendule ordinaire. 

Si, au contraire, Ta masse m est très-grande par rapport k m', Taxe h de- 
vient très-petit, Tellipse s*allonge, et tend k devenir une ligne droite verticale. 

57 f. GiNQuiÈME PROBLÈME. — Vu chürtot ABCf pesütit , de masse (jl, en forme 
de triangle rectangle, est place verticalement sur un plan horizontal H, et 
peut glisser sans frottement sur ce plan : une petite boule sphérique pesante, 
dont la masse est m, est placée sur Vhypoténuse AB de ce triangle y et roule, 
en vertu de son poids, en repoussant Ie triangle qui se meut dans Ie sens BG. 
On demande de déterminer !<> Ie mouvement de recul du chariot, S» Ie mou- 
vement de la mie (6g. 76). 

Désignons Tangle ABG par a. Soit M la position du mobile sur Ie chariot. 
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^ répoque t : examinons les iofluences qui agissent sur lui, k eet instant. Ce 

8ont : 10 sa vitesse acquise, dont 
nous appel lerons v la oom posante 
parallèle k AB, et Vi la compo- 
st) F santé parallèle k BC ; 2o son poids 
mg, dirigé de liaut en bas; 3« la 
réaction N du plan AB sur la 
ji "bT^ ! c~cr"H bille. réaction dirigée suivant la 

Dornnale extérieure MN. 

Quant au triangle, les influen- 
oes auxquelles il est soumis^ au 




I 
ir 

Fig. 76. 



méme instant^ sont : !<> sa Titesse acquise Vi (la méme que la composante 

horizontale de la vitesse de la hille, paroe que celle-ci n*abandonne pas Thy- 

poténuse) ; 2«sou poids \i.g ; 3» la pression N de la bille sur Thypoténuse^ pres- 

sion egale et contraire & celle de Thypoténuse sur la bille, et par suite dirigée 

suivant ia normale intérieure MNi ; 4» la réaction du plan fixe H , réaction 

dirigée Yerticalement de bas en baut. 

Ce sont ces Influences qui déterminent, k l'époque ^ pendant IMnstant très- 

court O, les mouvements des deux mobiles. Or, comme on peut supposer les 

forces et les yitesses constantes pendant eet element de temps, les vitesses 

produiront des mouvements uniformes, et les forces des mouyements unifor- 

mément accélérés, dont Taceélération s'obtiendra en divisant la force par la 

masse sur laquelle elle agit. On yoit donc, qu*en yertu de chacune de ces 

causes, la bille parcourrait Ie cbemin vO parallèle k AB, Ie chemin ViO paral- 

i 1 N 

lèle k BC. Ie chemin - ^6< parallèle ï AC, et Ie chemin - -6^ parallèle k MN. 

2 z fM 

Par conséquent, Ie chemin réel MMj, parcouru par la bille, est la d rotte qui 
ferme Ie polygone de ces roouyement. Oonc, en désignant par ^ et par n les 
projections de MMi sur AB et sur NN^, on a : 



/ = v6— Viö cosa + ^g^*&\Xia, 

n = Vi ö sin a + - ^Ö* cos a — - - e*: I 



(12) 



et, si 1'on désigne par i rinclinaison de HM| sur AB, on a, pour déterminer 
IBf 1 et t, 

MMi* = /« + n«, MMiSint = «. (13) 

Le mouvement du triangle, étant horizontal, n*est pas influencé par son 

poids [>.g, ni par la réaction du plan fixe. il est dü k sa vitesse Vi et k la 

composante horizontale Nsina de la pression N qu'exerce sur lui la bille; 

d*ailleurs cetle force N sin a, agissant sur une masse \i., lui imprime une accé- 
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N sina 
léralioD : donc, en représenlanl parMH Ie cheniin parcouru parcha- 

an de ses poinls pendant Tinstant 6^ on a : 

• MH = «.e+iïïÜ^6., (14) 

2 (J. 

Gela posé^ pour qu'au bout de Tinstant 6^ la bille soit encore sur Thypo- 
lénuse AB, il faut et il suffit que les deux chemins MMi et MH aient leurs 
eitrémités Mi et H sur une parallèle Ai Bi k AB. Le triangle MMiH fournit 
doDc cette condition nécessaire et suffisante, 

MM 1 sin i =z MH sin a, 
ou^ d*après les équations (12), (13) et (14), 

. i IN / . . 1 Nsina \ . 
Wi6 sin a + - ^6* cosa — - — 6» = I t;,e + 6* ) sin a, 

é(|ttation qui se reduit» après avoir supprimé les termes communs et divisé 

* .. . N Nsin«a 

par z O*, 2i flf cos a = ; 

2 fit {!' 

et Ton en lire, - 

„ geosa i»np cosa 

N.= - — - , OU N = — i r-r-. (15) 

1 sm«a |i + OTSin*a 

m [L 

V\me de ces formules détermine la pression N : elle montre que eette force 
estpontive : ainsi la bllle presse constauiment le triangle et ne l*abandonne 
pas. La formule montre, en outre, que cette pression est constante, mais 
qu*elle est rooindre qu*elle ne serait si le plan AB était iixe. On voit enfin 
que, si |x crott indéfiniment, N crott et a pour limite mg cosa, comme si le 
triangle était fixe ; ce qui était facile è prévoir. Si, au contraire, (jl décrott 
jusqu'k zéro, N décrott aussi Jusqn^k zéro; et la bille, è cette limite, doit tom- 
ber verticalement, comme s*il n*7 avait pas d'obstacle f ce que Ton pouvait 
encore prévoir, puisque Tobstacle n*a pas de masse, pas de force dMnertie. 

Ia pression ou réaction N étant une fois connue, il est facile de déterminer 
le mouvement du triangle et celui de la bille. En effet, le mouvement du trian- 

mpL^cosasina 



gle est dü uniquement k la composante horizontale ^ sin a, ou 



JA + «» sin* a ' 



amg tanga 
expression que Ton peut transformer ainsi — r— - — ; — — — r^ . L'accéléra- 
^ ^ H.+ (f» + (A)lang2a 

.. mg tang a 

iion, qu*elle imprime au triangle dont la masse est ji., est — t—, — j^ — — — r- ; 
• *^ ^ |j. + (i» + (jL)tang«a' 

elle est constante ; et, par suite , le mouvement est uniformément accéléré. Si 

donc on prend pour origine du temps le moment oü la bille était au sommet A, 

et pour origine des espaces le point O, position initiale du point A, et si Ton 
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fail passer par ce point deux axes rectangulaires , OX parallèle k CB, et OY 
parallèle k AC, Ie chemin Xt =i OA parcouro par Ie triangle, et sa vitesse v,, k 
répoque I, seroot donnés par les formules : 

1 mg tang a mg tang a 

'*"""§ |i + (w + l^)l«ng"« ^' *'*""" H^~+l*ria5g«"i' ^^ ^ 
Nous pla^ns Ie signe — devant ces formules; car Ie mouvement est dirigé 
en sens conlraire des abscisses positiTes. On remarque que Ie mouvement est 
d*autant plus lent que |i est plus grand. 

Quant ^ la bille, son mouvement esl produit par les deux fprces mg et N, 
Tune dirigée de baut en bas, et Tautre suivant MN, toutes deux constantes 
en grandeur et en direction : leur resultante est donc aussi constante en 
grandeur et en direction ; et comme la vitesse initiale est nul Ie, ce mouve^ 
ment est auai reetiUgne et uniformément aceéléré. Pour obtenir ses équa- 
tions, décomposons les furces paraHèlement k OX et ii OY ; en désignant les 
composantes par X et par Y, nous aurons : 
mtt^cosasina 



X = Nsina=: 



l&-f-msin*a ' 

m(m-|-(t)^sin*a 



Y — f»^ — Ncosa=: , 



(i7) 



Les accélérations correspondantes s^obtiendront en divisant X et Y par m. 
Donc les composantes de la vitesse de la bille, è Tépoque t, seront : 
|A£C0sarin« (m + riysin'g 

»,= i T^:^t^ »ƒ= J TT — ^ (18) 

et les composantes du chemin parcouru seront : 

__ 1 lAycosasina _ 1 (m + iAJ^sin'a 

^""2 |A + msin«a ' *' "" § n + msin«a 
Enfin, si I*oq élimine t entre ces deux dernières équations, il vient : 
f_«+Ji^ (20) 

Telle est la droite parcourue par la bille. Si Ton considère Ie triangle ABC 

dans sa position initiale AqBqCo, on voit facHement que cette draiie part du 

gommet Ao, et partage la base BoCo en deux segmentê BoK, CoK, propar- 

tionneU ametè\i. (flg. 77). Gar, en désignant par 6 l'inclinaison de AoK sur 

raxe Ad;, on a : 

_ AoCo 

^"»'=c;jL^ 

AoCo ^ ^ BoCo ^ m + ii 

or, taD«« = 5;ci' ^^"^' tang6 = -^tanga=:— — unga. 

On reconnatt en même temps que cette droite, qui est la médiane du triangle 
quand les masses m et i&sont égales, se rapproche de la verticale Ao Co quand 



EXERCICES ET APPLICATIONS. 



201 



(idiminue, et se confond dvec elle, quand (i = 0; qu'elte se rapproche de 
rhypoténuse AoBo^ quand \l augmenle, et qu*elle se conrondrait aveceUe, si 
fi était infinie. 

572* BEMARQUES.— Od peut arriver aux résultats précédents d^une autre 
maniere. Pour cela, remarquons d^abord que Ie centre de gravité du système 
se nieut, comïne un point qui réuniratt les niasses m ei \f. des deux corps qui 
en font partie, et auquel on appliquerait, parallèiement k elles-roèmes, les 
forces extérieureê (no 360). Or les forces extérieares sont les poids mgei\i.g 
de la bilie et du triangle, et la réaction du plan fixe H contre Ie triangle. 
Quant k la pression N de la bitle et a la réaction egale et contrarire du 
triangle, ce sont des actioM mtUueUes. Donc les forces appüquées au centre 

de gravité sont toutes verticales : douc 
ce point se meut, sam quitter la vertik' 
cale sur laquelle il se trouve <k Vorigine, 
Soient AoBoGo (fig* 77) la position ini- 
tiale du triangle, Hoson centre de gra- 
vité situé au tiers de la médiane AoD, et 
Ao la position initiale de la bille : me- 
nons la droite Ao K, qui partage la base 
BoGo en deuxsegmentsBoK, CoK^ pro- 
portiunnels kmei^ (i : tra^ns succes- 
sivement Ho F parallèle k la base, FV 
Fi^. 77. parallèle k la hauteur, et YQo parallèle 

^ la base du triangle; Ie point dMntersection Go de cette dernière droite avec 
AoD est la position du centre de gravité du système k 1'origine; et, par con- 
séquent, la verticale Go Po est la droite sur laquelle il se meut. Gar les figures 
semblables nous donnent : 

Ho G o _ FJ _ VJ _ BoK _ OT 
Go AÖ "" JAo "" JQo ■" GoK "" IA * 
Tra^ns les deux axes AoX, AoY; posons Go Qo = ^o» GoPo = yo; on a, 
poar déterminer ces coordonnées initiales du point Go : 

Xo AoGo ifo AoGo 

HoTo AoHo AoTo AoHo 
AoGo (i. 

AoHi 



X 


8 Pol. ^ 


oi 




M 


h.\ 




y^J? — 


Lt 








8,8 


^ ^ a C^ 


Y! 



or 



m+lJL' 



HoTo = - GoD = -fl, 



2 2 

AoTo — - AoGo _ - ft; 



donc 



1 V 



o UI -^ |l. 



Soit ABG la position du triangle, k Tépoque % ; soit Ao A = Bo B = Ho H = ^, 
Tespace parcouru par chacun de ses points pendant ce temps : la bille se 
trouve alors sur rhypoténuse AB, en un point M tel que la droite HM est 
partagée par la verticale Go Po en deux segments HG, GM, proportionnels k 
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M et è (j.; el G est la posiUon du centre de gravité du système, k Tépoquc t. 
GoDoaissanl e, on peut caleuler les coordoimées Ao I = (, IM =z r^ du point M, 
et TordoDDée Po G ^ y du poiot G. En eifet, on a : 

SPo _HG _« 

Pol ""GM"" |i' 

1 i m 

Or, SPo = HoTo — RoH — PoAo=r r a — « — *o=:-fl-~. e, 

o 3 m^[L 

i |i 
PoI = AoPo — Aol=:a:o — 5 = s a — ; l; 

i m 

3 w + ii m 

donc, ' = -, 

3 m+\L ^ 
OU, en réduisant^ ml=i\ke. (22) 

On pouvait prévoir ce résullat^ en remarquant que la force horizontale qui 
pousse Ie triangle est constante, et egale et contraire k la composante horizon- 
tale de eelle qui agit sur la bille, et que par suite les chemins parcourus, 
dans cette direction^ par les deux mobiles, dolven t étre inversement propor- 
tlonnels k leurs masses. D^ailleurs Ie point M se trouve sur la droite AB, 
dont réquation est v) = tang a. ($ -^ e). 

Si Ton élimine e au moyen de sa yaleur (82), on a : 

»1 = — r— Unga.|, 
1* 
équation du lieu des positions de la bille, que Ton connatt déjk. Sl^ au con- 
traire, on élimine I, on a : 

Y) z: — ^-^ tang a.e. (23) 

D'un autre cöté, on a : 

LQ MG (Ji 



LTo — MH"'m + ïi.' 

or, LQ = AoQ — AoL = y — tj, 

2 
LTo= AoTo— AoL = j /i — ïi; 



donc^ 



y — yï 



2 (1 (A 

OU, d*après Téquation (21)^ 

(& I» 

ou> enfin, en remp1a<;ant vi par sa valeur (23)^ 

y — jfo = tang a.e. (24) 
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Si Ton remarque que la yaleur de e n'est autre chose que la valeur trouvée 
plus haut pour a*, (formule 16), on pourra remplacer e par celte valeur dans 
les formules (22), (23), (24), et Ton aura : 

\ ffl^sinacostt 

z ^-\-m sm' a 

2 (t + ^ siQ ^ 
i m^sin*a 

formules qui font connaftre les mouvements du triangle, de la bille et du 

centre de grayité du système. 

Nous nous boroerons è faire remarquer, que, d^après la dernière de ces 

mg sin* a 
formules, Taccélération du centre de gravité du syslème est , ^.^, ^ ; 

(m + \l) mg sin» a 
par conséquent, la force qui Ie met en mouvement est , . ^ ^ ■ 

(iio 369). On Yoit qu*elle est egale k la composante verticale Y (formule 17 du 
numero precedent), c*est-k-dire, kmg — ^ cosa. Or elle est évidemment 
égaie ^ m^ + |j.^ — R, R étant la. réacUon du plan fixe H. Donc : 
1»^ — N cos a = m^ + (1.^ — R, 

d'oü R = M + Nco8« = i2!;±4^. (29) 

573- sixi^ME PBOBLÊMB.-^Ief données éiant les mêmeê que dans Je pro- 
hlème pr^cffdeta (no 371};, on applique au triangle un poids Q = Mg, qui agit 
comme une farce horizontale^ par V intermediaire d*un cordon EF et d*une 
poulie de renpoi F, et qui accélère son mouvement. On propose d'étudier les 
cireonstanees du mouvement du sustême (6g. 76). 

Adnqellons.d^abord que Ie poicjs Qn*est pas asses grand pour foroer la bille 
^ quitter Ie triangle. Les formules (12) et (13), qui déterminent la grandeur 
et la direotion du chemin MM| parcouru par la bille pendant 1'élément de 
t^rnps 6, ne subissent aucune roodification. Mais la formule (U), qui donne 
Ie cbemin MH parcouru par Ie triaqgle, dolt contenlr un terme de plus» dü 
^ TacUon du poids Q. Or, il est très^important de remartfuer que Ie poids 
Q agit, Bon.seulement sur sa masse M, mais encore sur la masse |i. du trian- 

1 Q 

gle : il imprime donc h cette masse (M -)- v) une accélération egale è tt— — , 

M4, • ®^ Tespace qu'il lui fait parcourir, dans Ie temps ö, est, par suite. 
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i Ug 
égal ^ - - 6«. La formule (U) doil donc êlre remplacée par celle-d: 

. i N sin a 1 Mff 

MH = ,.e+-__6. + -^8.. (30) 

D*ailleors, ai la bille n^abandoDne pas Ie tiiangte, on doit tonjours avoir : 

lllfiSini = llHsina, 
c*e8t-lHlire, 

. * I.. ^^^. / « . * N sin a 1 Ma \ 

* af» \ 'S (A 2M-|-|t ƒ 
équation qai se reduit k 

N Nsin^a . Ha sin a 

et Ton en tire : 

imi[My(co6a — sina)+ti^cosa] 
"" lM + ïi)(|i + msin«a) ' ^^*^ 

Telle est la pression de la bille sur Ie plan AB, dans ce cas. Elle est constante. 
Si cos a.^ sio a, c*es(-di-dire, si a ett phu petU que iS»» elle est pm- 
tive; et, quelque soit Ie poids Mg, la bille nepeut abandonner Ie triangle. Si 
Vangle a est plus grand que 45o, la pression N reste positive, tant que Von a: 

cos a na 

UgKiv^gi , OU My< ^ ^^ : (3S) 

^sina — cosa '^ tang a — r ^ ' 

et la büle reste sur Ie triangle. Mais les deux corps se séparent, lorsque Ie 

poids Ug est au moins égal è ^ — 7. 

tang « — 1 

Dans Ie premier cas, Ie mouvement de la bille est rectiligne el uniformé- 
ment accéléré : il en est de méme de celui du triangle^ et il est facile de 
trouver les équations de ces mouvements, comme dans Ie problëme préeé- 
dent. Dans Ie secood, la bille décrit la verticale^ comme sMl n*y avait pas 
d'obstacle ; et Ie chariot n*est soumis qtt*è la force M^. 

374- BÈMARQUE.— Lor6qu*un poids constant Q agit sur un système, par 

rintermédiaire d*un cordon, la tension T du cordon est egale au poids Q, 

toules les fois que Ie système est en repos, ou qu'il possède un mouvement 

uniforme. Mais si, comme dans Ie probième precedent, Ie mouvement est 

accéléré, Tégaiité n*existe plus ; la tension est plus petite que Ie poids, et 

c*est Texcès Q • T qui est employé k accélérer Ie mouvement. Par exemple^ 

si les masses du système et du poids sont (t et M, la force Q, ayant k mouvoir 

Q M^ 

une masse (M + v), lui imprime une accélération rr-j — ou . Le sys- 

Mg 
tème se mouvant «vee Vaccélération ;7-r — , la force capable de lui donner 

M + ii 
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cette accélération est -— ; — . Or cel te force est la tension du cordon ; donc 
M+(i 
u.Hg 
Tzz ■ . Le poidsM^ se trouve donc soatenu par ane force égale; et 

M-f- H- 

Wg 
c*estcequi r^te, Q — T ou , qui produit le mouvement uniforme- 

M-j- \L 

ment accéléré. 

Nous résoudrons , en terminant , quelques probièmes relatifs k Téquilibre 
des corps : nous en empruntons les énoncés k un excellent recueil du P. 
Mlien K 
575* SEPTiÈHE PROBLÈME. — Ofte ttgc homogene AB, dont le poids est P, et 

la longueur t\^ repose par son extrémité 
inférieure A sur un plan horizontal H; 
^ elle presse en PJ une cheville placée au- 

\\yr dessus d^ellè, et est soutenue en A" par 

"'''yf^'* vne autre chevUle placée aurdessous d'elle 

y\ \ ha distance des deux chevilles est 6, et 

J^ — ,t — i— leurs hauteurs au-dessus du plan H sont h' 
/^ j » P I 
lJ» ' et h'^. On demande quelles sant, lors de la 

h' W^ Ü X 

position d'équilibre, les pressions R, R', 

Fig. 78. f^"f exercées sur la tige par le plan et 

par les chevilles (fig. 78). 

Si Ton désigne par a Tinclinaison de la tige 8uri*horizon, on a évidem- 

ment : sin a = — - — . (33) 

» 

U tige élant en équilibre sous Taction de son poids P et des réaclions nor- 
males R, R', R'', et toutes ces forces agissant dans un méme plan yertlcal 
les conditions d*équilibre sont celles du no 356^ 3» : 

2X = 0, sYziO, 2Pp = 0. 
Projetons donc ces forces, d*abord sur rhorizonlaie Kx, puls sur la verticale 

Ay» et nous aufons: 

R' sina— R"sinaz=0, 

P — R -f- R' cos a — R" cos a = 0; 

d'oü l'on tire : R' = R\ et RzzP. 

Prenons ensuite les moment? par rapport au point A^ et nous aurons : 

P/ cos a + R'.AA'— R^.CAA' -J- d) = O, 

OU, réduisant, P / cos a — R" d = 0. 

fionc enfin, Rz=P, R'izR^zs?^-^. (34) 



*■ Prohlèmet de méamique raHonnellet par le P. M. Jüllibn, de la compagnie de 
Jésus. 9to1., chez Mallet-Bachelier; 1855. 
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Fig. 79. 



576. HüiTiÉME phoblèiie — Uiw tige homogene AB, dont Ie poids est P, et 
la longueur 2 1, s'appuie par son exirémUé inférieure A contre iin plan ver- 

tical Y : elle repote en X' sur une chevük 
fixe^ et elle porte un poids Qh son extré- 
mité supérieure. On dem/tnde de déterm- 
ner la position d'équilibre, et les pressions 
R, R', exercées sur la tige par Ie plan et 
par la eheville (fig. 79), 

Soit d la dislance de la eheville au plan 
yertical V : désignoos |uir a riDclioaisoD 
de la tige sur Thorizon, dans la position 
d'équilibre, et par x la longueur de la portion AA' comprise entre la cbe- 
Yille et Ie plan. 

Le plan vertical^qui contient alors la tige^ est nécessairement perpendicu- 
laire au plan V ; car réquiübre ne saurait exister dans une autre position. 
Les conditions d*équilibre sont donc les mêmes que dans le probième prece- 
dent, pourles quatre forces ?, Q, R, R^ Ainsi en les projetant, d'abord sur 
rhorizontaley puls sur la verticale, on a les deux équations : 

Rz=R'sina, 
P + Qz=R/cosa. 

Puls, en prenant leurs moments par rapport au point A^ on trouve : 

Pfeosa-f 2QI eosa — R'a;=:0. 
D'ailleurs, d = «co8a. 

En reupla^ant, dans la troislème équation, x et R^ par leurs valeurs, on a: 



C0S3«=^-ggj-. 



(33) 



el, par suite, -— p^^ 

On en déduit aisément R' et R. 
Pour que le probième soit possible, il faut que Ton ait : 



(P + 2Q)/^ ' 



ou 



OU 






(P + 2Q)/ 



P + Ö ' 

(36) 

Si donc on détermine sur AB le point G par lequel passeniit la résnlunte des 

/MG Q \ 

deux forces P «^ ö> l jjfg = P4^ ]* ^' ^"* ^"^ *'^" *^^' ^ "^ ^^' 

577. NEüviÈMK FkoBLÊHE.— On pluce; dans Tintérieur iVune sphêre creuse, 
de rayon v, une lome ABC homogene, dont le poids est V, ayant la forme d'un 
triangle isocêle : les trois sommets s'appuieni sur la sur face de la sphère* On 
demande de déterminer la position d'équilibre (fig. 80). 
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Le poids P de la lame est une force verticale appliquée h soa centre de 

grayité, c'est-k-dire^ en un point G situé aux - de sa bauteur AH. Les trois 

sommels, en s*appuyant sur ia surface intérieore de ia sphère, déterminent 

trois pressions nor ma les qui sont dé- 
truites par ies réactions égales et con- 
traires de la surface. Ge sont ces trgis 
réactions qui font équilibre au poids P. 
Or, ces forces, dont les direetions vont 
passer par Ie centre 0^ ont une resul- 
tante unique passant par ce point ; et 
il faut et il suffit, pour Téquilibre 
que cette resultante soit égate et di- 
rectement opposée au poids P. II faut 
¥ïff. 80. donc^ d'abord, que le centre de gravUé 

de la lome soU sur la verticale passant par le centre de la sphère. 

II résulte de Ik que le plan mené par ia verticale OG et par la hauteur AH 
est vertical; et, comme la droite OH, menée du centre de Ia sphère au milieu 
de Ia corde BC^ est perpendiculaire sur cette corde^ on en conclut que la 
base BC du triangle est perpendiculaire au plan OGA, c^est-h-dire horizontale. 
Par suite, si Ton mène par Ie point H dans Ie plan OGA^ Thorizontale HI^ 
1'angle AHI mesure Tinclinaison du plan de la iame sur Tborizon. 

Gela posé, désignons Fangle AHI par i, et la distance 00 par o;; et calcu- 
lons ces deux inconnoes du probième. Soient AB=:AG=:a^ BGz=^, 
AH =: ft ; en a : 

ö«=z/ii + j. et 0H=:f« — -. (37) 
Joignons CA et 00 par des rayons. Le triangle AOG> dans lequel Tangle 



G = - — i^donne 

2 



f « = «? + -r ^ a? Sin 1, 



9 



3 



(38) 



et Ie triangle OGH^ dans lequel Tangle G z= - -{- *> donne : 

— t *« . »« 2ft 

OH. .011. 4-»--- = «>+^+— a? sin». (39) 

En relranchant cette derniëre équation de la précédenle, on a : 

j= j — 2/ij;slni, 
4fcï — 3^ï ii« — ^2 



d'oü 



1; = 



24 /i sint 



6/1 sint* 
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SubftUtuant celte valeur dans réquation (38), on oblient, après quelques 
réductiong^ 

et Ton tire facilement de \k : 

a*~~b* 



Ung i = 



on obUent ensuite aiaément la valenr &w, 

l/(a« - ^«)* + 9 [(4 a« - *«) r« — a*] 

31 



(40) 



(41) 



Comme on a toqjoura éTidemmeni 2 a ^ ^, la «eule oondiüon nécessaire 
et sulüsante poar que Ie probiènie soit possible, est : 

(4«i — >t)ri — a*>0, OU 4fc«r« — «*>0, 



d*oü Ton tire. 






(48) 



Ëlevons en G sur AC la perpendiculaire CL jusqu'^ la rencontre de la hau- 
teur AH; la condiUon (42) s*énoncera, en disant que Ie diaroètre de la spbère 
doil ètre supérieur k AL, c*e8l-^-dire au diainètre du cercle ciroonscrit aa 
triangle ABC : ce qu*il était facile de préTOir. 

378* DixiÊME PBOBL&vB.— Ufi« lamc lumogèfM ABC, iant Ie poUU eti ?, 

ei dant la farwte eei eeUe ttum trim^ 
gle reetangle iiocêle^ est plaeée dam 
un plan vertical, et repoee, par iet 
cótét égaux, iur deux cheviUtê fixes 
E et F, dofU la dUlance EF = d 
est harUontale :on demande de 
détermmer la poeitian d*éqmUbre 
(6g. 8i). 

La lame ABC est soumise k trois 
forces qui se font équilibre : cesoot 
son poids P, appliqué en son centre de gravité G, et les deux réactioos 
R, RS exercées normalement aux cötés AB et AC par les chevilles E et F. 
Ges trois forces sont dans Ie plan yerUeal, et les conditions d*éqailibre sout 
celles du n^ 375. Désignons par t rinclinaison de la base BC sur Thorizon, ou 
celle de la hauleur AHz= h sUr la verticale : en projetant les forces succes- 
siyement sur ER et sur FR'^ on a : 




Fig. 81. 



R =P cos (450 — f), 
R' =z P sin (450 



50-i), I 
50 -f), f 



(43) 
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el, en prenaot les Biomenls par rapport au point A, il vienl : 

P X 1 fc sin i = Rd cos (45o - 1) - Wd sin (45o - i), (44) 
3 

On tire de \^, en éliminant R et R', 

? P ft sin i = P d [cos« (45» — i) — sin» (45o — t )], 
«> 

OU - P/» sint = Pd sin 2 1 = 2 Pd sint cos i. 

3 

Gelte équation fournit les deux solutions : 

h 
sint 1= O, cos i z: r^. (45) 

La première est toujours possible, pourvu que Toq ait, d <^ BC. 
Pour que la seconde soit possible, il faut que Ton ait, 3d > /i. 11 faut, 
en outre, que AE soit plus petite que AB. Or 

dl/ï 
AE = d cos (450 — i) = —^ (cos t + sin t) , 



d]/i /h+i/di^—h^\ ft 1/2 . 



1/2 |/g d« — h* 
6 • 



h\/i . l/2|/9d* — ft» ^ >- 

11 faut donc que Ton ait, - ^ ' n s < ft 1/2 ; 

o o 

d*oii Pon tire 3d<ft|/26. 

U faut enfin que AF ou d sin (45<> — i) soit positif, ce qui exige que Ton ait : 

/2 ft i/2 r- 

i<45o, OU cosi>-5-, ou .«j > "i"> o" 3d,<ftl^i. 

En résumé, on voit qu*}7 faut que 3 d soit compris entre het h ]/i, c^est-it- 
dire entre AH et AB. ' 

579- EXERCICES PROPOSJÜs.— Voici les énoncés de quelques questions k 
résoudre. 

fo line tige homogene AA'B, dont lepoids est P, appuieson extrémUé in- 
férieure A contre une droite verticale^ et repose en k' sur un point fixe situé 
au-dessous du corps. Déterminer les pressions R et W exercées sur la tige par 
la droite et par Ie point, lorsque Véquiliöre a lien (fig. 79). 

Od traitera ce problème comme celui du n» 376. En désignant par a Tin- 
clinaison de la tige sur Thorizon, par 2/ sa longueur, el par d la distaoce da 
poin-t fixe k la verticale, on trouvera : . 

cos» « = T» 



'='V"^'- ''='^/^ 



2o Une tige rigide A3, dont ie poids est P, et la longueur \, peut tourner 

U 
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l^ement uutaur de ton extrémiié inférieure A, iaquelle est engagée dam une 

charnlère fize, tandiê que ton extrémité tupérieure B t^appuie contre une 

droite verticale. Üétermxner la prettion R exercée par la droite, alnti que 

let compotantet horizontale et verticale ÏLetY de la prettion exercée par la 

ehamiêre. 

En désignant par i rinclinaison de la tige ^ Thorizon^ et par d la distance 

de sou centre de gravité ii Pextrémité inférieure, on trouve iinmédiatement, 

par rapplication des équatlons d*équilibre : 

Pd 
V=P, Rz=H=; . 

/ tang a 

30 üne barre homogene , dont Ie pmdt ett P, t'appuie par tet deux extré- 
udtét tur denx plant incHnétf faitant avec V horizon det anglet aettif. On 
demande de trouver la potition d^éqwlibre, et let prettiont R et R' exercéa 
par let plant tur la barre. 

On démontre d*abord que, dans la position d*équllibre, Ie plan yertical, qui 
contient la barre, est perpendiculaire k Tintersection des deux plans iaclinés. 
Puls, en désignant par i Pangle que la barre fait alors avec Thorizon, on 
applique les équatlons d*équilibre, et Ton trouve : 

sin (a' — a) sin a' sin a 

Ungi=r-: : — 7, h-=:-7~, — ; — - P, R^ = . , , — r- P. 

** 2 sm a sin a' sin (a -|- a') ' sin (a-f a') 

40 üne barre AB, dont Ie poidt ett P, et la longueur \, peut tourner libre- 
ment mUour de ton extrémité A 91» ett fixe, tandit que Vautre extrémité B 
ett toutenue par un cordon , qui t'enroule tur une petite poulie de renvoi et 
porte un poidt Q. Déterminer la potition d^éqtUlibre, 

On prend deux axes coo^donnés horizontal et vertleal passant par Ie point 
Axe A : on désigne par a et ^ les coordonnées données de la poulie, par d la 
distance du centre de gravité de la barre au point A, par i et t' les inclinal- 
sons inconnues de la barre et du cordon k Thorizon ; et, en appliquant les 
équatiocs d'équiltbre, on trouve : 

Q/sin(i'^i) = Ptf cosi, 
l sin (t' — t) ^ « sini' — b cost'. 
^0 Une lame dreutaire et homogene repotepar ton centre sur une tige ver^ 
tieale. Plaeer tur la circonféreuee troit poidt Pi, P„ P„ de mmnêre que la 
tmne rette horiumiale. 

On désigne par (Pi, P,), (Pi, P,) et (P„ P,) les angles au centre inter- 
ceptant les arcs qui séparent les poids, et Ton trouve par Ie théorème des 
moments : 
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580' THÉORÊMES A DÉMONTRER. — !<> Des fofces concourontes P, p/, P'',... 
en nonibre qttelconque, se font équiliöre autour d'un mime point O ; si Von 
prend sur leurs direciions, i partir du point O, des longueurs proportionnelles 
ü ces farces, et si Von appltque aux exirémités des poids égaux, Ie centre de 
gravitédu système de poids est au point O.. 

On Ie demon tre« soit par Ie ihéorème des moments^ soit par celui du poly- 
gone des forces. 

2» Si les forces concourantes P, P', P",... ne se font pas équilibre, Ie 
centre de gravité du système de poids est sur la direction de la resultante de 
ces forces. 

Démonstratioo analogue. 

3o De quelque maniere que Von réduise un système de forces ék deux résuU 
tantes S et T, Ie volume du tétraèdre, construit sur ces deux forces, comme 
arêtes opposées, reste constant. 

4» On sait que Von peut toujours astreindre Vune des deux résultantes 8 
et T è passer par un point déterminé A. Démontrer que Von peut, en outre, 
assigner è cette resultante une direction quelconque dans l'espace, è Vexeep- 
tion toutefois des directions contenues dans un certain plan déterminé. 

5« Lorsque trois forces se font équilibre, elles sont situées dans Ie méme 
plan, Déduire ce ihéorème des six équations d'équilibre (no 351). 



LIVRE V, 

DES MACHINES. 



CHAPITRE I. 

NOTIONS GÉNÉRALES. 

PftOGiiAHHB : Les machines ont, en général, poor but de transaiettre, sous 
certaines conditions, Taction et Ie travail des forces. — lofluence des 
résistances, diles passwes : Ie travail moieur esi toujours plus grand que 
Ie iravail utile.— Noüons élémentaires relatives aox machines simples, 
sollicitées uniquement par une puissance et une résistance. — Ge que Ton 
gagne en force, on Ie perd en temps ou en chemin. 



Sm. DÉFiifiTiON DBS MAGHiifBS.— LoFsque des forces réagis- 
sent les unes sur les autres, par rinterlnédiaire d'un corps 
solide eniièrement libre, eiles ne peuvent se faire équilibre^ a 
moins qu^eiles ne remplissent certaines conditions que nous 
avons déterminées dans Ie livre precedent {ïï<^ 351 ei suIy.)- 
Hais si Ie corps est gêne dans son mouvement par un obstade^ 
ces conditions ne sont plus toutes nécessaires^ ainsi qu'on Ta 
vu (no» 357 et suiv.). Par exemple^ si Tobstacle est un point fixe 
autour duquel Ie corps a laliberté de tourner, il n'est plus né- 
cessaire^ pour réquilibre, d'opposer a chacune des deux résul- 
tantes S et T une force egale et contraire; comme Tune d'elles, 
S, peut toujours être amenée ï passer par Ie point fixe, il suf- 
fit d'appliquer au corps une force U, choisie de telle maniere 
que la resultante commune de T et de U aille aussi passer par 
Ie point fixe. 

Un corps, ainsi gêne dans son mouvement par un obstack; 
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est une machine. On comprend qu'a l'aide de cette machiney 
deux forces fort inégales peu\ent se faire équilibre^ si leur re- 
sultante rencontre Tobstacle flxe; ei qu'alors Taction de la plus 
faible se trausmet par rintermédiaire de la macbine> en chan- 
geant de direction^ et en se modiflant d'une maniere qui peut 
être considérable. 

Mais il ne suffit pas de considérer les machines a Tétat d'é- 
quilibre. Il est indispensable d'étudier leur mouvement sous 
Paction des forces qui leur sont appliquées. Or on reconnait 
toujours que ce mouvement est produit par une ou plusieurs 
forces dont les points d'application se déplacent de maniere a 
développer un travail moteiir^ et qu'il triomphe de Taction d'au- 
tres forces dont les points d'application sont entrainés dans un 
sens contraire a celui qu'elles tendraienla leur faire suivre. Le 
travail ré^istant^ développé par celles-ci, se trouve ainsi détruit, 
a Taide de la machine^ par le travail moteur des premières. 

Et Ton peut dire^ en générale qu'une machine est un appa^ 
reil destiné a transmettrey sous certaines conditions^ Vaclion et 
le travail des forces. 

389. MACHINES SIMPLES. — Une machine simple est un corps 
solide, gêne dans son mouvement, et destiné a transmettre 
Taction et le travail des forces. En ayant égard a la nature de 
Tobstacle, on peut réduire les machines simples a trois princi- 
pales : le levier, le tour ou treuil, et le plan incliné. 

Dans la première, Tobstacle est un point fixe, autour duquel 
le corps solide a la liberté de tourner dans tous les sens. 

Dans la seconde^ Tobstacle est un axe fixe, ai^tour duquel 
chaque point du corps solide n'a que la liberté de tourner dans 
un plan perpendiculaire a la direction de eet axe. 

Dans la troisième, Tobstacle est un plan fixe^ contre le- 
quel le corps solide s'appuie^ et sur lequel il a la liberté de 
glisser. 

383. MACHINES coMPOSÉES. -- Une machine composie est 
f ensemble de plusieurs machines simples qui réagissent les unes 
sur les autres. 

384. DiSTiNGTioN DES DivEBSEs FORCES. — On pcut partagcr 
en trois classes les forces qui agissent dans les machines. 
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4® Les forces mouvantes ou molriceSf comme Ie vent, la 
vapeur^ nn cours d'eau, Taction muscalaire de lliomme ou de 
TanimaL Ce sont elles qui meitent Ia macbiue en mouTement ; 
on leur donne Ie nom de puissance. Le chemin parcouru par 
Ie point d'application de Tune d'elles fait toujours un angle 
aigu avec la direction de cette force. Le travail développé est 
positif ou moteur : nous représenterons sa valeur par T.. 

9p Les risistances utiles : ce sont les forces que te machine 
doit vaincre pour produire son effet : c'est^ par exemple, la 
rési^nce d'un fardeau qu^elle doit élever, c'est celle d'une 
pièce qu'une scie doit diviser, c'est celle d'une meule a moudre 
le grain, que la machine doit mouYoir^ etc. G'est pour triom- 
pher de ces résistances que la machine a été créée. Les chemins 
décrits par les points d'application de ces résistances yaincues 
font toujours des angles obtus avec les directions de ces forces. 
Le trayail développé est négatif ou résistant : on le nomme le 
travail ulile; nous le représenterons par T.. 

30 Les résistances passives ou nuisibles, comme le frot- 
tement des di^erses parties de la machine les unes sur les 
autres^ la résistance des milieux dans lesquels elle se meut, 
la roideur des cordes, etc. Ces forces développent un travail 
résistant qui détruit une partie du travail moteur^ et qui 
n'a aucune utilité : c'est un travail perdu; nous le désigne- 
rons par T^. 

Indépendamment de ces diverses forces^ on peut encore con- 
sidérer les résistances qui naissent^ dans une machine^ du 
point fixe, de Taxe ou du plan invariable qui gêne soiT mouve- 
ment. Ces résistances sont assimilables aux forces que nous 
avons énumérées : comme les résistances passives, elles sont 
incapables de produire le mouvement, et elles ne peuvent ser- 
vir qu'a le détruire. Rien n'empêche donc deconsidérer ces 
obstacles comme des forces égales et contraires a celles qu'ils 
détruisent actuellement. Mais dans les deux premiers cas (point 
ou axe fixe), leurs points d'application restent fixes pour tous les 
déplacements de la machine; dans le dernier (plan fixe), ces for- 
ces sont normales au plan invariable. Donc le travail développé 
par elles est toujours nul, et Ton n'a pas a en tenir compte. 
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3Sft. RELATION EmUE LE TRAYAIL UTILE ET LE TRAYAIL MOTEUR. 

— Lorsqu*une machine est en repos sous Taction des forces qui 
la soUicitent , les puissances et les résistances de toute nature 
se font équilibre^ et la somme de leurs travaux est nuUe pour 
tous les déplacements possibles. Lorsque la machine est mise 
en mouYement^ on cherche a rendre ce mouYement uniforme, 
et Ton y parYient tou jours; car a mesure que Ie mouYement 
^'accélère^ les résistances Yont en augmentant. Or, lorsque Ie 
mouYement est deYcnu uniforme^ les forces sont dans les mêmes 
condüions que si la machine itait en repos ;elles se font mu- 
tuellement équiiibre, et la somme algébrique de leurs travaux 
est nuUe. On a donc alors^ en tenant compte des signes, 

T.=:T. + T,. (i) 
On tire de la 

Ainsi Ie travailutile, est Vexcès du travailmoteur développipar 
les puissances sur Ie travail résistant développé par les résis- 
tances passives. 

C'est la Ie principe de la transmission du travail. 

On en conclut encore 

T«<T.. (2) 

Ainsi Ie travail utile est toujours moindre que Ie travailmoteur. 

T 
Le rapport ^^ se nomme Ie rendement de la machine. Il est 

toujours inférieur a 1. La machine est d'autant meilleure que 

ce rapport est plus Yoisin de l-unité : mais il ne dépasse guère 

3 

2 dans les meilleures machines. 

3SO. MOUYEMENT PERPÉTUEL. — On Yoit aiusl qu'uuc machine 
ne peut transmettre plus de travail qu'elle n'en a re$u. Comme 
le travail moteur est employé d'abord a vaincre les résistances 
y)assives (qu'on peut atténuer, mais qu'on ne peut faire dispa- 
raitre entièrement) , la machine ne peut produire d'effet utile 
si les puissances ne développent un travail supérieur a c^lui de 
ces résistances. Eile doit donc être, dans ce cas^ soumise a Tac- 
tion de certaines puissances. Mais quand même Teffet utile 
devrait être nul^ il n'en faudrait pas moins appliquer une puis- 
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sance a la machine pour entretenir son mouvement uniforme, 
en triomphant des résistances (laasiYes. Une machine ne peut 
donc se passer de l'action d'un moteur; elle ne saurait élre son 
moteur a elle-même. Il est donc impossible de construire une 
machine dont Ie mouvement se continuerail indéfiniment de 
lui-méine, et sans Taction d'un moteur. Ea d'autres termes, 
Ie mouvement perpéiuel e$t impoisible, 

SST. ÉQUATION DU TRAYAIL BT DES FORCBS YIVES. — Il exIstQ^ 

une relation importante entre la variation de la force vive 
d'une machine en mouvement, et Ie travail de toutes les forces 
motrices ou résistantes appliquées a cette machine. Si Ton 
considère, en eflèty Tune des pièces qui composent la machine, 
elle se meut de maniere que lademi-variation de sa force vive 
est egale a la somme sJgébrique des travaux des forces qui la 
sollicitent. Or celles de ces forces qui représentent la résis- 
tance d'un point fixe, ou d'un axe fixe, ou d'un plan inva- 
riable, ne développent aucun travail; et nous n'avons a tenir 
compte que des forces extérieures P et des réactions R des 
autres pièces de la machine. On a donc, pour cette piëce, 

i 2m (i>« — «o*) = 2. rP + 2. JR. 

z 

Chaque pièce donnant une équalion semblable, on aura, en 
les ajoutant, une équation de même ferme, dans laquelle Ie 
premier membre sera la demi-variation de k force vive de la 
machine, et Ie second la somme des travaux des forces exté- 
rieures et des réactions mutuelles. Or la somme des travaux 
développés par les réactions des pièces de la machine les unes 
sur les autres est nuUe; car^ a un moment donné, Taction 
d'une pièce sur une autre est egale et opposée k la réaction de 
la seconde sur la première, et Ie déplacement des points d'ap- 
plication est Ie même, puisque les pièces restent en contact. 
Donc, Ie second membre de l'équation se reduit a Ia somme 
des travaux des forces extérieures P, et Ton a : 

Ainsi, la demi-variaiion de forces vives qui se produil entre 
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denx posiiions donnéês d'tme machine en mouvement, est egale 
d la somme algébrique des travaux des f ones extérieures, c^est- 
a-dire d Vexcès du travail moteur des puissances sUr Ie travail 
de toutes les résistances; ce qu'on peut écrire : 

1 2m (tj» — t?o«) = T« — T. — T,. (3) 

3SS. CAS PARTICULIER. — Il pcut am^er qu'une machine 
simple soit sollicitée seulemenl par deux forces^ une puissance 
P et une résistance Q. Le problème qu'on se propose de résou- 
dre consiste a rechercher la relation qui doit exister entre ces 
deux forces^ pour que Ie mouvement, une fois produit^ s'entre- 
tienne uniformément. Or ces conditions sont celles de 1'équ i- 
libre des deux forces sur Ia machine ; car^ sile mouvement est 
uniforme ; Téquilibre existe; et réciproquement. On pourra 
donc résoudre indifféremment Tune ou I'autre queslion : et, on 
le fera^ en générale en égalant Ie travail de la puissance a celui 
de Ia résistance (abstraction faite de leurs signes). 

Ainsi, en désignant par peiq les déplacements élémentaires 
des points d*application, cstimés suivant Ia direction des forces, 
on posera : Pp = Qq. (A) 

Donc, lorsqu'une machine de cette nature a un mouvement uni- 
forme, la puissance et la résistance sont inversement propor- 
tionnelles aux déplacements élémentaireSy eslimés suivant leur 
propre direction, de leurs points d'application. 

Et c'est la aussi la relation qui doit exister entre P et Q, pour 
que ces forces se fassent équilibre sur la machine. 

3S9. AUTRE ÉNONGÉ DU PRINCIPE PRECEDENT. — II résultc de 

ce qui précède que si Ia puissance P fait équilibre a une résis- 
tance Q qui est n fois plus forte, le déplacement p est n fois 
plus petit que q. C'est ce que Ton exprime, en disant : 

Ce que Von gagne en force, on le perd en chemin. 
Comme Ie mouvement est uniforme^ les espaces p et q, par- 
courus pendant Ie méme temps^ sont proportipnnelsaux \itesses 
des points d'application^ eslimées aussi suivant Ia direction des 
forces : donc on peut dire aussi : 

Ce que Von gagne en force, on le perd en vitesse. 
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Enfin, peur faire parcourir au point d'application de la résis- 
tance Q un espace p, que Ie point d'application de la puis- 
sance P parcourt dans Ie temps t, il faudraemployer un temps 
nt, puisque p = nq. Donc : 

Ce qtie Von gagne en farce, on Ie perd en temps. 

390. REMARQUE. — Nous uc douuerons pas plus d'étendue a 
cesnotions générales: les chapitresqui vontsuivre contiendront 
les développements nécessaires a rintelligence des machines 
les plus simples. Nous étudierons d'abord chaque machine^ en 
faisant abstraction des résistances passiyes; puis nous consa- 
crerons un cbapitre spécial a I'influence de ces forces sur les 
conditions du mouyement. 



CHAPITRE II. 

DU LEVIER. 

pROGRAMMG : Équilïbre et travail des forces appliquées au levier. — Des 
balances. Conüitions k remplir pour qu'elles ne soient ni folies ni pares- 
seuses. — Mesure de leur sensibililé. 



§ I. Equilibre et travail des forces appliquées au levier. 

39ft . DÊFiNiTioN. — On appelle levier nn corps solide^ mobile 
autour d^un point flxe : on lui donne ordinairemenl la forme 
d'une barre droite ou courbe AB (fig. 82). Le point flxe F se 
nomme le point d'appui. 

30!9. ÉQUILÏBRE DU LEVIER^ DANS LE GAS DE DEUX FORCES. — 

Considérons d'abord le cas oü le levier esl soUicité seulement 

par une puissance P et une ré- 
sistance Q^ et chercbons les 
conditions d'équilibre de la ma- 
chine. Désignons par R la réac- 
tion exercée sur le levier par le 
corps F sur lequel il s'appuie ; 
les trois forces P, Q, R, doiveöt 
se faire equilibre, comme si le 
s^stème était entièrement libre: 
elles doivenl donc être dans Uin 
Fig. 8i. méme plan (n© 349). Si celle 

condition est remplie, il faut, en outre, que la somme des 
Tnoments des forces, par rapport au point F situé dans ce 
plan, soit nuUe (n^ 354) ; et comme le moment de R est nul de 
lui-même, il faut que la somme algébrique des deux autres soit 
aussi egale a zéro : il faut donc que les forces P et Q tendent a 
faire tourner le corps en sens contraire, et, qu'en désignant 
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par p et par q les perpendiculaires FC, FD, abaissées du point 
F sur les directions des forces P et Q, on ait : 

Pp-Qg = 0, OU g=|. (1) 

Donc^ pour qu'un levier soit en équilibre sous Taction d'une 
puissance et d'une résistance^ il faut : 4o que ces deux forces 
soienl dam un mémeplan avec tdppui; ^ qu'elles tendent a 
faire toumer la ma^chine en sens contraires ; 3» qu*elles soient 
inversement proportionnelles d leurs distances au point 
d'appui. 

Ce sont aussi les conditions pour que Ie mouvement, une 
fois produit, s*entretienne uniformément. 

S93. CHARGE DU POfNT d'appui. — SI Ics conditious d'équi- 
libre sont remplie;s, les forces P et Q out une resultante, uni- 
que qui passé par Ie point fixe. Cette resultante est la charge 
du point d'appui : elle peuh s'obtenir en transportant les 
deux forces P etQau point F, sans changer leur grandeur ni 
leur sens, et en construisant Ie parallélogramme. Elle est egale 
et opposée a Ia réaction R. 

CAS PARTICULIER.— Si Ics forccs P et Q sont parallèles, les 

perpendiculaires FC et FD sont en 

-.^^ ligne droite, et la charge du point 

y^ ~Y T^^^" 7^ d'appui est la somme P + Q ou la 

/ ^-/c différence P — Q. Si, en outre, Ie 

/ i^p levier est droit (flg. 83), les bras 

►q de levier FA, FB, sont proportion- 

Kig. 851 nels aux distances FC et FD. Par 

conséquent, dans Téquilibre, les deux forces P et Q sont réci- 

proquement proportionnelles a leurs bras de levier. 

304. DiVERSES ESPÉCES DE LEVIER DROIT. — Ou distinguc ordi- 
nairement treis espèces de levier droit, suivant la position 
qu^occupe Ie point d'appui par rapport a la puissance et a la 
résistance. 

Le levier du premier genre est celui dans lequel Ie point 
d'appui F est entre les points d'application des deux forces 
(Qg. 83); Tavantage est a la puissance, si son bras de levier 
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est plus long. Telles sont les diverses espèces de balance. 
Dans Ie lëvier du second genre ^ la résistance Q est entre Ie 
point d'appui F et la puissance P : 
cette dernière a toujours Tavantage. 
La pimey a Taide de laquelle les ou- 
vriers soulèvent les bloes de pierre, 
appartient h ce genre (flg. 84). 

Dans Ie troisième genre^ la puis- 
sance sépare Ie point d'appui de la 

résistance : Tavantage est alors a la résistance dont Ie bras de 

levier est Ie plus long (fig. 85). C'est a ce genre de levier qu'il 

faut rapporter Ie bras de rbomme ; Ie 
point d'appui est au coude^ la puis- 
sance agit a Taide d'un muscle atta- 
ché au milieu de Tavant-bras, et la 
résistance est Ie poids place dans la 
main, a Tautre extrémité, C'esl aussi 
a ce genre qu'appartient la pédale du 
rémouleur. 
Hais la theorie de Téquilibre est la même dans tous les 

cas, et nous ne les distinguons que pour nous conformer a 

i'usage. 

395. TRAYAIL BES FORCES APPLIQUÉES AU LEyi£R.--On peut 

vérifier que, dans Tétat d'équilibrè, les deux forces sont en rai- 

son inverse des déplace- 
ments simultanés de leurs 
points d'application, esti- 
més suiyant la direction 
des forces^ lorsqu'on im- 
priine au levier un mouve- 
ment élémentaire autour 
d'un axe perpendiculaire 
au plan des forces. En effet, 
(flg. 86), soit a Tangle élé- 
mentaire dont on fait tourner la machine; les points d'appli- 
cation A et B décrivent des arcs élémentaires AA', BB^, propor- 
üounels a leurs rayons FA, FB, arcs que Ton peut considérer, 



Fig. 86. 
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a la limite, comme des perpeadiculaires a ces rayoDs en A et 

en B. On a donc : -^rr = tK • 

Les projections de ces arcs sur les directions des forces sont 
Aa, Bfr. Or les triangles AA'a, AFC^ ont leurs cotés perpendi- 
culaireS; et sont semblables; donc : 

AA^_Aa 

FA~FC' 
De même, a cause des triangles semblables BB' 6^ BFD^ 

bb;_ba 

FB~FD' 

Aa Bb Aa FC 

»^°^^ YC=ni^ ^" B6 = FD- 

Q FC 
Or, puisqu'il y a équilibre, p = ^5 J 

donc: p = 4|- ou PxAa = QxB6. (2) C.Q.F.D. 

La même tormnle moatre que> lorsque Ie mouvement est 
unifarmey Ie Iravail élémentaire de la puissance est égal d celui 
de la résistance. 

396. CAS 6ÉNÉRAL. — Supposons maintenant que Ie leyier 
soit soUicité par un nombre quelconque de forces P, Q, R,.-» 
situées dans un même plan avec Ie point d'appui. Il faudra, 
pour réquilibre, que la somme algébrique de leurs moments 
par rapport a ce point soit nuUe d'elle-méme (no 351). Si cette 
condition est remplie, les forces auront une resultante passant 
par Ie point fixe, et Ia charge du point d'appui sera représen^ 
tée» en grandeur et en direction, par cette resultante. 

Le poids du levier est une force verticale appliquée a son 
centre de grayité. Si les autres forces sont contenues dans le 
même plan vertical avec le point d^appui, la condition précé^ 
dente sera applicable au système. 

Hais si les forces ont des directions quelconques dans ïes^ 
pace^ trois équations deviennent nécessaires pour exprimer les 
conditions d'équilibre (n» 357). On sait qu'il faut prendre trois 
axes rectangulaires qui se croisent au point d'appui> et expri^ 
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mer que les sommes algébriques des moments des forces^ par 
rapport a chacun d'eux, sont nulles séparément. 

S9y . KEMARQUE. — Il arrf^e ordinairement que Ie levier ne 
fait que poser sur Tappui. Dans ce cas, les conditions que nous 
a\ons développées plus haut ne sufflsent plus pour l'équilibre. 
Il faut^ de plus (abstraction faite du frottement), que la resul- 
tante soit normale a la surface de contact; et qu'elle presse Ie 
levier contre I'appui. 

§ II. Des balances. 

308. DÉFiNiTiON; — La balance est un levier du premier 
genre, dont les extrémités supportent, a Taide de chalnes, les 
plateaux destinés a recevoir les poids que Ton veut comparer. 
Pour assurer la mobilité de la machine , Ie fléau est muni 
d'un couteau ou prisme d'acier, flxé fransversalement au milieu 
de sa longueur, et qui fait saillie des deux cótés; ce couteau 
repose, par une arête déliée, sur deux plans d'acier horizonlaux, 
fixés au pied de Tappareil. Cette arête est Taxe de rotation du 
fléau. Les extrémités du fléau présentent, pour les plateaux, 
unmode de suspension analogue (flg. 87). 




Fig. 87. 

juSTfiSSE DE LA BALANCE. — Ou dit qu^uuo balance est 



fU LIVRE V.-CHAPiTRE II. 

jmU, lorsque Ie fléau ee maintient horizontal, soit a vide, soit 
en présence de poids égaux places dans les plateaux. Pour qae 
la première condition soit remplie, t7 faut et il êuf/it que Ie 
centre de gravité de Vappareü soit sur la verticale qui passé par 
l'aréte du couteau, quand on donne au fléau celte position 
horizontale. Pour que la seconde condition soit satisfaite, il 
faut et il suf fit que les bras de kvier, distances des couteaux de 
suspension des plateaux a Taxe de rotation, soient rigoureuse- 
ment igaux (no 392). Pour s'assurer de la justesse d'une balance, 
il ne suffit donc pas de vérifler rborizontalité du fléau, en Tab- 
sence de lout poids : cette condition pourrait étre remplie sans 
que les bras de levier fussent égaux. On doit mettre, en outre, 
deux corps en équilibre dans les plateaux, et ensuiie les chan- 
ger de place : si les bras de leyier sont égaux, Téquilibre sub- 
siste après Ie changement : mais s'ils ne Ie sont pas, les poids 
ne Ie sont pas non plus, puisqu'ils sont en raison inverse des 
bras de levier (n» 392) ; et Ie changemeut de place détruit Téqui- 
libre, en faisant agir Ie poids Ie plus grand a Textrémité du 
plus long bras de levier, et Ie poids Ie plus faible a rextréuiité 
du plus petit bras. 

400. MESURE DES POIDS AVEG UNE BALANGE FAUSSE. — LorS- 

qu'une balance est juste, on pèse un corps en comptant Ie 
nombre de kilogrammes, grammes, etc. qui sont nécessaires 
pour lui faire équilibre. Si la balance est fausse, on emploie la 
methode de Borda, dite des doublès pesées. On place Ie corps 
dans Tun des plateaux, et on lui fait équilibre en mettant de la 
grenaille ou du sable dans Tautre plateau. Lorsque Ie fléau est 
horizontal, on enlève Ie corps, et on Ie remplace par des poids 
étalonnés, qui rétablissent Téquilibre. 11 est évident que ces 
poids, produisant Ie même effetque Ie corps, dans les mêmes 
circonstances, sont la mesure de son poids. 

On peut encore, dans ce cas, employer la methode suivante. 
On place suceessivement Ie corps dans les deux plateaux, en 
lui faisant chaque fois équilibre, a Taide de poids étalonnés; et 
Ton preod la moyenne géométrique des deux résultats obtenus 
pour mesure du poids. En effet, soient P Ie poids cherché, 
petq les poids qui lui ont fait suceessivement équilibre, et a 
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et b les longueurs des bras du fléau aux extrémités duquel ces 
poids agissaient, on a (n^ 392) : 

P6=l>a, et Pa = qb, 
i'oixy en multipliant ces égalités membre a membre^ 
V* = pq, OU P = l/p^. (3) 
401. SENSiBiLiTÉ DE LA balange; SA MESURE.— On dit qu'uue 
balance est sensible lorsque^ Ie fléau se maintenant horizontal 
sous Taction de deux poids égaux, un très-petit poids addition- 
nel suffit pour la faire trébucher tl'une münière appréciable. 
On exige, en outre, que Ie degré de sensibilité soit Ie même, 
quels que soie^t les poids places dans les plateaux^ si leur dif- 
férence reste la même. Or, pourqu'une balance juste soit sen^ 
sibte, il faut el il suffit : 1° qtie les arêtes des trois couleaux 
smnt dans un même plan ; 2« que Ie centre de gravité du fléau 
soit aui-dessous du point d*appui et très-près de cepoint. 
Ces conditions sont sufflsantes. En effet, si la première est 

remplie, Ie point. d'appui F 
(fig. 88) est constamment, 
quelle que soit la direction du 
fléau^ Ie milieu de la droite AB 
qui joint les points sur lesquels 
agissent les poids places dans 
Fig. 88. les plateaux. Donc, si ces poids 

sont égaux, leur resultante passé toujours par Ie point F, et 
est détruite par sa résistanqe. La bèlance est donc dans les 
mêmes conditions que si les plateaux n'étaient pas chargés. 
Or, d'après la seconde condition, Ie centre de gravité de Tap- 
pareil est en G, sur la droite FG* perpendiculaire a AB, et au- 
dessous du point F; donc, si Ie fléau est place horizonlalement, 
il doit se maintenir dans cette position ; et s'il s'incline en A'B^, 
par une cause quelconque, Ie poids de la machine, appliqué 
en G', agit comme une force a Textrémilé du petit levier Fl, 
et tend a la ramener a la position horizontale. Ainsi, quels que 
soient les poids égaux, la seule position d'équilibre est celle 
dans laquelle Ie fléau a une direction horizontale. 

si Ton place dans Tun des bassins un petit poids additionnel, 

45 
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Ie fléau s'abaisse du même cöté; mais il s'arrêie^ lorsque Ie 
moment de ce petit poids^ qui va en diniinuant^ est devenu 
égal au moment du poids de Tappareil^ qui va en augmentant. 
II prend ainsi une position d'équiiibre, dont il est facile de cal- 
culer Tinclinaison. Soient, en effet^ 2 f et P la longueur et Ie 
poids du fléaU; p Ie poids additionnel appliqué en A , et d Ia 
distance FG du centre de gravité G au point d'appui ; désignons 
par a rinclinaison A^FA du fléau dans la position d équiiibre. 
Le moment de p est p.FD^ ou plcosa; celui de P est P.FI ou 
Pd sina. On doit donc avoir, pour l'équilibre, 

Pdsina=:p/cosa, d'oü tanga = ^ x -^. [^) 

Ainsi, pour une balance donnée^ tanga est proportionnelle 
k p : rinclinaison reste la même^ quels que soient les poids 
employés, si leur différence p ne varie pas. On \oit^ en outre^ 
que^ pourun poids additionnel donnép, rinclinaison est d'au- 
taut plus grande, ou la balance d'autant plus sensible^ que la 
distance d est plus petite. 

Mais les conditions énoncées sont nécessaires. En effet^ si la 
distance d n^est pas très-petile^ la formule (4) monti-e que 
Tangle a est très-petit^ quandp est très-petit; donc si le poids 
additionnel est très-petit^ la balance ne trébuche pas d'une 
quantité appréciable. On dit alors que la balance est dormante 
OU paresseuse. D'un autre cöté, si le centre de gra\ité G est au 
point F lui-méme^ des poids égaux places dans les plateaux se 
maintiénnent en équiiibre^ quelle que soit rinclinaison du 
fléau : car leur resultante passé toujours en F : et le plus petit 
poids additionnel tend a amener le fléau dans la position ver- 
ticale, car pour d = 0^ on a tang a = oo : la balance^ dans ce 
cas, est dite indifférente. Si le centre de gravité est au-dessus 
du point F, en G^^ on peut mettre en équiiibre deux poids 
égaux, en rendant le fléau horizontal; mais c'est la un équiii- 
bre instablè; car, la plus légere déviation plagant le centre de 
gravité en G'j, le poids de Tappareil agit de maniere a ren- 
terser le fléau. Le même mouvement se produit nécessaire- 
ment sous Taction d'un poids additionnel quelconque« On dit 
alors que la balance est folie. Il faut donc, pour qu'une balance 
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soit sensible, que Ie centre de gravité de Tappareil soit au- 
dessous du point fixe et très-près de ce point. 

Mais la première condition n'est pas moins nécessaire. Car 
si la droite^ qui joint les points de suspension des plateaux^ passé 
au-dessous du point d'appui, son milieu, dans Ie mouvement 
du fléau, passé du cóté oü Ie fléau s'élève, et la resultante des 
poids, appliquée en ce point, tend a ramener la droite a la 
position horizontale; la balance tend a devenir paresseuse, 
surtout pour les gros poids. Si, au contraire, la droite, qui joint 
les points de suspension, passé au-dessus du point d'appui, son 
milieu passé du cóté oü Ie fléau s'abaisse, et la resultante des 
poids ajoute son efifet a celui du poids additionnél, pour ren- 
verser Ie fléau : la balance tend a devenir folie. 

On prend la valeur de tang a (formule 4) pour mesure de la 
sensibilité de la balance. 

492. REMARQUES. — Lorsqu'uue balance sensible est chargée 
de poids trop lourds, il peut arriver que les bras du fléau flé- 
chissent, et que les points de suspension ne soient plus en Ugne 
droite avec Ie point d'appui. La balance devient paresseuse. 

Lorsqu'une balance est très-sensible, la mobilité du fléau 
est telle qu'il ne s'arréte jamais a sa position d'équilibre sans 
avoir exécuté aulour d'elle un grand nombre d'oscillations. 
üne aiguille (flg. 87), flxée au fléau dans une direction perpen- 
diculaire, oscille avec lui, et parcourt les divisions d'un cercle 
gradué : lorsque, dans ce mouvement, elle s'écarte du zéro, 
également de chaque cóté, on peut être certain que les poids 
sont égauxy et ne pas attendre que Ie fléau soit devenu 
horizontal. 

§ UI. De la romaine* 

403. DEFiNiTiON.— La romaine est un levier du premier 

u ^, genre, dont les bras de levier sont 

)^ ' V \ '^ inégaux (flg. 89). L'extrémité A du 

/ \ i ^P petitbras porte un crochet ou un 

bassin destiné a recevoir les corps 
Flg. gg. qu'on veut peser. Un poids p se 

ineut Ie long de Tautre bras a Vaide d*un anneau. En Téloi^ 
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gnaut suffisaminent du point d'appui F^ on lui donne un bras 
de levier qui lui permet de faire équilibre au corps place dans 
Ie bassin; et si Ton a gradué Ie brasFBd'une maniere conve- 
nable^ Ia position du poids mobile p fait connaitre Ie poids que 
Ton cbercbe. 

404. PRINCIPE ET GRADUATION DE LA ROMAINE. — ^Pour UOUS 

rendre compte de l'usage de la romaine, et, en même temps^ 
pour apprendre a la graduer, désignons par G Ie centre de 
gravité de la machine (levier et plateau), et par P son poids; 
soit AF = r la longueur du petit bras de levier. Supposons 
qu'on fasse glisser Ie poids p Ie long du levier, et qu'on Tamène 
en un point O, tel que Ie levier demeure horizontal, Ie bassin 
étant vide; on aura la condilion (n» 292) : 
pXüF = PxFG. (5) 

Plafons maintenant un poids Q dans Ie bassin ; Téquilibre sera 
rompu, et, pour Ie rétablir, il faudra transporter Ie poids p en 
un point M : alors on aura : 

p xFM + PxFG=Qxr, 
OU, en remplagant P x FG par p x OF, 

pxFM + pxOF = Qr, 
OU encore, p x OM = Qr. 

On tirade la: 0M=— . (6) 

p 

Ainsi, la di^ance du poinl O au point M est proportionnelle au 
poids Q, Par conséquent, pour graduer la romaine, on déter- 
mine d'abord Ie point O, qui est Ie zéro de la graduation : puis 
on porte sur OB, a partir du point O, des longueurs égalesa r, 
et Ton marque aux points de division correspondants les n^ \j 
2, 3,... On peut ensuite partager cbaque intervalle en 10 par- 
ties égales, et donner aux nouveaux points de division les 
nos 0,4, 0,2.... Si, pour équilibrer un poids Q, il faut placer Ie 
poids p en un point M, marqué n, on a 

Q=np. 
40ft. AVANTAGES DE LA ROMAINE. — L'uu dcs avautagcs dcla 
romaine est de n'exiger qu'un seul poids étalonné pour peser 
les difltérents, corps. On peut remarquer encore que Ie point 
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Fig. 90. 



d'appui est moins chargé dans la romaine que dans la balance 
par les corps que Ton pèse : car, en supposant que Ie poids de 
la machine soit Ie même de part et d'autre^ Ia charge de la ba- 
lance est 2Q, quand celle de la romaine est seulement Q+p. 

§ IV. Du peson. 

406. DÉFiNiTiON. — Le peson est un leviercoudé AFB, mobile 
auteur de son sommet F, dont les deux bras font un angle 

droit (flg. 90). L'une des extrémités 
B porie un crochet ou un plateau 
destiné a recevoir les corps que Ton 
veut peser. L'autre bras se termine 
en forme d'aiguille, et peut, dans 
son mouvement, parcourir les divi- 
sions d'un quart de cercle : cetle 
aiguille a un certain poids, et Ton 
augmente quelquefois ce poids de poids additionnels. Quant au 
premier bras FB, il est prolongé au dela du pointF, de maniere 
que le centre de gravité de cette branche et du bassin qu'elle 
soutient soit en ce point,et, que, par suite, son poids soit 
détruit dans toutes les positions du peson par la résistance du 
point flxe. 

éOV. PRINCIPE ET GRADÜATION DU PESON. — LorSqu'aUCUU 

poids n'est place dans Ie bassin, Taiguille FA est verticale, et 
le bras FB horizontal. Mais si Ton met un poids Q sur le pla- 
teau, le bras FB s'abaisse, et Taiguille FA s'élève : le peson prend 
une position d'équilibre, danslaquelle les momentsde Taiguille 
et du poids sont égaux. Pour calculer cette position, soient G 
Ie centre de gravité de Taiguille et des poids qui peuvent y être 
suspendus, et P son poids total : désignons par / la distance GF 
et par r la longueur FB. Soit, enfin, a 1'angle AFC de Taiguille 
avec la verticale dans la position d'équilibre. Les moments des 
poids P et Q appliqués, Tun en G, Tautre en B, sont P x GI 
ou PI sin a, et Q X BK ou Qr cosa : donc Téquation d'équi- 
libre est : 

P/ sin a = Qr cosa, 



d'oü tang « = 



Qr 

pr 



(7) 
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Ainsi Ia tangente de rinclinaison de Taiguille sur la yerlicale 
est proportionnelle au poids du corps que Ton \eut peser. 

De Ia résulte une graduaiion facile. On tracé une tangente CX 
k Tarc CD : on place dans Ie bassin Ie poids qui doit servir 
d'unité, et on détermine Ie point E, oü Taiguille prolongée va 
rencontrer Ia tangente ; puis on porte sur cette tangente des 
longueurs EU^ HL,... égales a CE; et joignant Ie centre F aux 
points de division, on a^ sur Ie quartde cercle^ les points oü 
Ton doit marquer les n»* i, 2^ 3... Et si Ton partage les lon- 
gueurs CE, EH, HL,..., en parties égales, la même constrnc- 
tion fournit les points de di\isions intermédiaires. Lorsqu'un 
poids Q incline l'aiguille vers Ie nombre n^ Ia mesure de ce 
poids est n unités de poids. 

40S. AVANTAGES DU PESON.— Lc pcsou scrt è pcser les corps 
les plus considérables , car tanga peut croltre jusqu'a rinflni. 
Mais lorsque Tangle a est très-grand , une augmentation de 

poids très-grande ne corres- 
pond qu'a une variation peu 
sensible de l'angle a. II faut 
donc s'arranger pour que 
raiguillë restedanslapartie 
moyenne de Tarc de cercle, 
et c'est ce que Ton obtient en 
la chargeant convenable- 
ment. 

Fig. 91. Le peson sert aussi a pe- 

ser les corps les plus légers. En lui faisant subir de légèresmo- 
dlfications de détail, on Ta employé a peser les lettres (fig. 91). 




CHAPITRE III. 

DU TREUIL ET DE LA POULIE. 

Programme : Équilibre et travail des fbrces appliquées au ireuil, h In poiilie 
lixe OU mobile. — Moufles. 



§ I. Eqüilibre et travail des forces appliqvses au treuil. 

409. DÉFiNiTiON.— Le treuil ou tour est une machine qui 
n'a que la liberté de tourner aulour d'un axe fixe. Il se com- 
pose ordinairement (flg. 92) : r d'un cylindre AB; 2« de deux 

aulres eylindres C et D, 
de même axe, d'un dia- 
mètre plus petit, adap- 
tés a ses bases , et 
qu'on nomme tourillons; 
3« d'une roue GH, dont Ie 
centre est sur Taxe, et 
dont Ie plan est perpen- 
diculaire a Taxe. Les tou- 
rillons réposent sur deux 
coussinets cylindriques 







^R«:p+Q 



Fig. 99. 

que soutiennent des appuis invariables. 

La résistance Q a vaincre est appliquée a Textrémité d'une 

corde qui s'enroule sur 
lecylindreila puissance 
Pagittangentiellement 
a la circonférence de 
la roue. Quelquefeis la 
roue est remplacée par 
une manivelle, ou par 
une barre qui traverse Ie 
Fig. 93. cylindre a angle droit. 

Lorsque Taxe est horizontal (fig. 93), la machine est ordi- 




232 LIVRE V.— CHAPITRE III. 

nairement employee a élever des poids; elle porte alors spé- 
cialement Ie nom de treuil. On lui donne Ie nom de cabestan 

T 




Fig. 94. 

(flg. 94), lorsque Faxe est vertical. Mais les condilions de Téqui- 
libre et du mouTemeDt sont les mêmes daps tous les cas : nous 
considérerons Ie treuil^ de préférence^ sous Ie premier aspect. 
410. ÉQUiLiBRE DU TREUiL. — Nous admettous que Ie centre 
de gravité de la machine est un point de Taxe : ce qui arriye, 
si les diverses pièces qui la composent sont homogènes. Son 
poids est donc détruit^ a cbaque instant^ par la résistancc de 
Taxe; et il n'a aucune influence sur les conditions d'équilibre, 
si nous faisons abstraction des résistances passives. Le système 
se reduit alors aux deux forces P, Q (flg. 92). Pour que ces deux 
forces se fassent équilibre^ il faut et il sufflt (n» 358) que la 
somme algébrique de leurs moments par rapport a Taxe soit 
egale a zéro. Il faut donc que les deux forces tendent a faire 
tourner la machine en sens contraires : et si Ton désigne par R 
et r les rayons de la roue et du cyliudre^ il faut et il suffit que 
l'on ait : 

PR = Qr, OU ^ = ^. (1) 

Ainsiy lorsque le treuil est en équitibfe^ ou animé d'un mou- 
vement uniforme, la puissance est a la résistance comme le 
rayon du cylindre est au rayon de la roue. 

4H. TRAYAIL DES FORCES APFLIQUÉES AU TRB^li.-^Lorsque 

le treuil a tourné d'un angle co autoyr de son axe, les arcs dé- 
crits par les points d'application de la puissance et de la résis- 
tance sont respectivement Rw et rw : et comme les deux forces 
re'stent constamment tangentes a ces arcs, leurs travaux sont 
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PR(« et Qrco {n^^A) : donc ces travaux sont égaiix, d'après 
1'équation (i). Donc^ Ie travail moteur est égal au travail ulile. 
Cette égalité prouve^ en méme temps, quelescheminsparcourus 
simuUanément, Rw et na, sont en raison inverse des forces P 
et Q, OU que, ce que Ton gagne en force, on Ie perd en Yilesse. 
Enfin Ie produit PR co étant Texpression du travail moteur cor- 
respondant a un mouvement quelconque, on voit combien il 
est faeile d'en calculer la valeur. 

419. CHARGES DES coussiNETS.— LoFsque Ics conditlous d'é- 
quilibre des forces appliquées au treuil sont satisfaites^ cbaque 
coussinet supporte une charge due aux deux forces P et Q et 
au poids même de la macbine ; nous allons donner Ie moyen 
d'en calculer la valeur. Soient E et T (flg. 92) les poinls d'ap- 
plication de la puissance et de la résistance, O et I les centres 
de laroue et de la section circulaire faite dans Ie cylindre par 
unplan mené par T perpendiculaireihenta Taxe. Menonsles 
rayons OEet IT de la roue et du cylindre; puis menons Ie rayon 
OS parallèle a IT, mais de sens contraire; et appliq«ons au 
pointS, en senscontraires, tangen tiellement a la roue, deux for- 
ces P' et P'^ égales aP. L'équilibre n^est pas troublé, et la charge 
n'est pas modifiée, puisqueces deux forces sedétruisent.Orles 
deuxforces P et F, égales entre elles,'situées dans Ie même plan, 
ent une resultante unique R^ dirigée suivant la bissectrice OR^ de 
leur angle, et que Ton peut supposer appliquée en O sur sa di- 
rection. Les deux autres Q et P'^ sont parallèles et de même 
sens ; leur resultante R, est egale a lem: somme Q +P, parallèle 
a leur direction, et est appliquée en un point de la droite ST qüi 
joint leurs points d'application. Mais les rayons OS et IT étant 
parallèles, l'axe et la droite ST sont dans un même plan et se 
coupent én L; et les triangles semblables OSL, LTI, donnent : 

TL_ r 

LS "" K 
En comparant cette égalité avec la formule (i), on en conclut : 

P_TL 

Q~LS- 
donc Ie point L est Ie point d'application de la resultante R, 
(no286). 
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Ainsi les deux forces P et Qchargent Taxe, comme Ie fcraienl 
les deux forces Rj el R,, d'intensilés délerminées, appliquées 
sur eet axe aux points O et L, dans des directions connues. Or 
on peut décomposer Ia force R^ en deux forces parallèles a sa 
direction, appliquées aux tourillons en U et en V (no292) ; on 
peut opérer une décomposition analogue pour la force R,, et 
une troisième pour Ie poids du treuil, force verticale appli- 
quée en son centre de gra\ité G sur Faxe. On peut enfin com- 
poser en une seule les trols forces appliquées en U, et en une 
seule les trois forces appliquées en V; les résultantes sont les 
charges des deux coussinets. Nous laissons a nos lecteurs Ie soin 
de faire Ie calcul ^ 

413. REMARQUE. — Nous avous négligé la grosseur de la 
corde a laquelle est appliquée la résistance Q : cependant son 
diamètre a ordinairement une certaine longueur dont il faut 
tenir compte. Il peut arriver aussi que la puissance soit appli- 
quée k Textrémité d'une autre corde. Or on peut admeltre que 
les deux forces agissent suivant les axes des deux cordons, et 
qu'ainsi les rayons du cylindre et de la roue sont augmentés 
des rayons de ces cordons. En désignant ces derniers par r^ et 
R„ réquation d'équilibre (1) devient : 

?=*• + *••. (2) 

r T 
Elle ne changerait pas, si Ton avait ^^ = ^ • 

Kj K 

414. GAS PLUS GÉNÉRAL. — Lorsquc Ie treuil est soUieité par 
des forces quekonques P, P^ P'^... fhisant avec Taxe des 
angles w, w', <«/',.. ., il faut et il suffit, pour Féquilibre, que 
la somme de leurs moments par rapport è Taxe soit egale a 
zéro («o 358); donc, en désignant parp, j/, l^',..- les plus 
courtes distances de ces forces a Taxe, la condition d'équilibre 
est: 

2Ppsinw = 0. (3) 



^ Nous avoDS recueilli cette élégante methode aux examens de M. Ie colonei 
Didion, président du jury d*admission è TÉcole polytechnique. 
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§ II. Equilibre et Iravail des forces appliquées a la poulie 
fixe OU mobile. 

415. DÉFiNiTioN. — üne poulie est un cylindre circulaire de 
petile hauteur, sur la surface convexe duquel est creusée une 
gorge destinée a recevoir un cordon. Eile est mobile autour 
d'un axe qui passé par les centres de ses bases; une cbape 
Tembrasse, et supporte les extrémités de l'axe. 

La poulie est fixe (flg. 95), lorsque Faxe est fixe : elle ne 
peut alors que tourner autour de eet axe. Elle est mobile 
(fig. 96), lorsque Taxe est mobile; elle se déplace alors dans 
Tespace, en mème temps qu'elle tourne. 




Fig. 95. Fig. 96. 

416. EQUILIBRE DES Ii'ORGES DANS LA POULIE FIXE. — ^DanS la 

poulie fixe (flg. 97), la cbape est maintenue par un crocbet F 
dans une position invariable, ordinairement verticale. Un cor- 
don s'enroule sur la gorge de la poulie, et est soUicité a ses extré- 
mités par la puissance P et la résistance Q. Le poids de la ma- 
chine est détruit par la résistance de l'axe. 
• Que Ton mène les deux rayons CA, CB, aux points oü le cor- 
don PABQ est tangent a la circonférence, et que Ton imagine 
que les deux forces P et Q sont appliquées en ces points, sui- 
vant les axes des cordons. Si Ton peut considérer la macbine 
comme un levier coudé ACB, dont les bras de levier CA, CB, 
sont égaux, on dira qu'il faut, pour Téquilibre (n^ 392), que 
les forces P et Q soient égales. Si Ton peut encore la considérer 
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comme un treuil^ dans lequel Ie rayon de la roue egale celui 
du cylindre, on arri^era, pour les conditions d'équilibre, a la 
même conséquence (n» 410). 
Hais Tassimilation n'est peut-être pas rigoureuse ; car, dans 

Ie levier et dans Ie treuii^ la puis- 
sance et Ia résistance ne sont pas, 
comme dans la poulie fixe, appli- 
quées aux extrémités du même 
cordon. Il est donc utile d'entrer 
dans quelques détails^ pour justi- 
fier régalité P = Q. Or supposons 
que réquilibre existe ; il ne sera 
pas troublé si TouTient a fixer la 
poulie. Mais alors Ie système se 
reduit a une corde tendue a ses 
extrémités par deux forces P et Q; et il faut^ pour Téquilibre, 
que P = Q. Donc la condition est nécessaire. D'un autre cöté, 
si cette condition est remplie, la corde oe peut plus se mou- 
Yoir; on peut donc supposer qu'elle fait corps avec Ia poulie; 
et regarder les forces comme appliquées, non plus a la corde, 
mais au système composé du cordon et de la roue. Ce système 
est alors un véritable levier^ dont les bras de levier sont égaux; 
puisque les forces sont égales^ ce levier est en équilibre. Donc 
la condition est sufflsante. 

Donc enfin, pour qu'une poulie fixe soit en équilibre, ou 
tourne d'un mouvement uniforme, il faut et il suf fit que la 
puissance soit egale a la résistance. 

La puissance n'a pas d'avantage dans cette machine^ qui ne 
peut servir qu'a changer la direction de la force. C'est pourquoi 
la poulie fixe est nommée poulie de renvoi. 
- 4|[ T . CHARGE DE l' AXE. — Lcs dcux forccs égales P el Q, situées 
dans Ie même plan^ ont une resultante unique R^ dirigée sui- 
vant la bissectrice de leur angle, et qui va, par suite, rencon- 
trer Vaxe. Cette resultante est la charge que l'axe supporie 
(abstraction faite du poids de Tappareil) : elle est évidemmenl 
la même que si les forces P et Q étaient transportées parallèle- 
ment a elles-mêmes en un point C de Faxe. Or les deux trian- 
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gles isocèles ABC, CA'C^ ont leurs cötés perpendiculaires, et 
sont semblables; donc : 

CC' AB Re „, 

CA' = AC' °" P=r-' '-^^ 
en désignantpar r Ie rayon^ et par c la corde de Tarc embrassé 
par Ie cordon. 

Donc, dans la poulie fixe en équilibre, la charge de taxe est 
d la puissance ce que la sous-tendante de l'arc embrassé par la 
corde est au rayon. Si Ton désigne par Sa Tangle AIB, on 
trouve aisément : 

R=:2PC08a, (5) 

et Fou Yoit que la charge croit avec AB; elle est maxima, lors- 
que c=z^r, !2a=:0; alors R = 2P. C'est Ie cas des cordons 
parallèles. 

On peut d'ailleurs supposer que chaque tourillon supporte 
la moitié de cette charge. 

4118. TRAVAIL DES FORGES DANS LA POULIE FIXE.— Si TOD 

donne a la machine un déplacement élémentaire, en vertu du- 
quel Ie cordon PABQ prend la position Pj AjBiQi, on voit aisé- 
ment que Ie travail moteur est égal au travail utile. En effèt, 
supposoTis, pour plus de clarté, que les points d'application des 
forces P et Q soient en p et q, el qu'ils se transportent dans Ie 
mouvement en p^ et 9^; abaissons les perpendiculaires p^A et 
fiA: sur les directions primitives des forces; les travaux élé- 
mentaires de ces forces sont P x pA et Q x qk. Or on peut, a 
la limite, regarder p^h comme un are de cercle décrit du point 
A comme centre: donc \h = kp^; mais Ap=zA^p^; donc 
pA = AAj. On verrade même que qk = BB^; mais AAj = BBi; 
donc ph = qk, Donc P X i?A = Q X gA. 

Comme la force P reste constamment tangente a la roue, si 
la poulie tourne d'un angle w, Je travail moleur est Pro). 

4119. ÉQUILIBRE DES FORGES DANS LA POULIE MOBILE. — La pOU- 

lie mobile est embrassée et soutenue par une corde dont une 
des extrémités F est fixe, et dont Tautre est soUicitée par la 
puissance P (souveift par Tintermédiaire d'une poulie de ren- 
voi). La cbape supporte la résistance Q, qui est ordinairement 
un poids a élever (fig. 98). 
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Lorsque Péquilibre exisle, Ie point fixe F oppose une résis- 
tance, que Ton peut considérer comme une force T appliquée 

dans la direction BF ; et, en 
^ \^ ^^ - >^ '^ raisonnant, comme au n« 416, 

"^ V H p on voit qu'il est nécessaire que 

(^^ y Von ail ; T = P. Ces deux forces, 

- /^ étant situées dans Ie même 



plan , ont donc une resultante 
dirigée suivant la bissectrice IC 
de leur angle; et cette resul- 
tante doit faire équilibre au 
**'8- ^^' poids Q ( poids dans lequel on 

peut comprendre Ie poids de la machine). 11 faut donc que la 
chape tburne, par rapport a la poulie, de manrère que la direc- 
tion verticale de ia force Q passé par Ie point I, et divise Tan- 
gle AlB des cordons en deux parties égales; ce qul exige que 
la corde AB soit horizontale. 11 faut, en outre, que, comme 
dans la ponlie fixe, en ait : 

P r • 

Q==rB' («> 

OU que la puissance soit d la résistance, comme Ie rayon de k 
poulie est a la sous-tendante de Vare embrassé par la corde. En 
désignant par 2 a Tangle AIB, on "voitque AB=:2r cosa, d'oü 

2 cosa ^ ' 

Ces conditions sont évidemment suffisantes. 

izr i 

4!90. CAS PARTicuLiERS. — Si Vare AB = -_-, cosa = T, 

3 2 

P = Q, la puissance est egale d la résistance. Si les deux cor- 
dons sont parallèles^ are AB = wr, cos a = l, P = ^ la puis- 

sance est la moilié de la résistance : c'est Ie cas Ie plus favora- 
ble a la puissance. 

Si Tarc AB diminue, Tangle a augmente et tend a devenir 
droit; la puissance augmente, et tend a devenir infinie. Si 
donc on tend un cordon horizontalement, et que Ton place au 
milieu une poulie portant un poids Q, Ie cordon doit se rompre 
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SOUS raclion de ce poids^ quelque petit qu'il soit^ puisqjüe sa 
tensioD doit être infinie. Si la rupture n'a pas lieu dans Tex- 
périence, c'est que Ie cordon, qui n'est jamais inexlensible, 
commence par s'ailonger, et qu'alors ses deux parties, n'étant 
plus en ligne droite, peuvenl faire équilibre au poids avec une 
tension finie. 

4S1. TRAVAIL DES FQRGES DANS LA POULIB MOBILE. — Le tra- 

yail des forces appliquées a la poulie mobile^ lorsqu'il y a 

, ^ équilibre, n'est pas 

aussi facile a cal- 
culer, que dans les 
machines précé- 
dentes. Soient C et 
C^ les positions de 
Taxe de la poulie 
avant et après un 
déplacement élé- 
mentaire (fig. 99); 
AB et A'BMes posi- 
tions initiale et fi- 
Fig. 99. nalede la corde de 

Tarc embrassé par le cordon. Le mouvement de la poulie est 
complétement déterminé par la nouvelle position A'C^B^ du 
triangle ACB. Or on peut regarder ce mouvement comme 
résullant de deux autres: i»d'une translation dans laquelle 
chaque point de la machine décrirait une droite egale et 
parallèle a BB', translation qui amènerait le triangle ACB 
dans la position AjC^B' j 2» d'une rotation autour du point B', 
dans laquelle le triangle AiC,B' prendrait la position A'C'B^ 
Nous calcuierons le travail de la puissance pour chacun des 
déplacements de son point d'application ; en ajoutant les deu:x 
résultats, nous obtiendrons Ie travail relatif au mouvement 
résultant; car la projection du déplacement résultant sur la 
direction de la force étant la somme des projections des dépla- 
cements composants^ le travail élémentaire de cette force est 
la somme des travaux relatifs a ces déplacements composants. 
Puis nous ferons un calcul analogue pour la résistance* 
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Soient Sa Tangle AIB des cordons, r Ie rayon de Ia poulie: 
désignons par e Ie déplacemeni élémentaire BB' du point B^ et 
par co Tangle élémentaire A^B' A', dont a tourné Ia corde A6. 
Ona: e = BB' = AA, = CCj, el «o = A,B'A' = C,B'C^ 
On a^ en oulre, 
AB=2r cos a, Tarc AiA'=B' Aj X w=2rcü cosa, Tarc CjC'=r(d. 

IVailleurs nous supposons que Ie déplacemeni élémentaire de 
Ia machine n'a pas changé It longueur du cordon FB; de sorte 
que FB'^ = FB) et que BB^ est, a la limite, normal a FB. Par 
suite, les déplacements parallèles BB', AA^, CC^, font^ avec la 

verticale^ des angles égaux a (.— «; l'arc élémentaire C^C^yétant 

perpendiculaire a h'C^ ou parallèle a FB^ fait^ avec la verticale, 

Tangle «.Enfin i'élément AA, fait, avec AL, Tangle a — Q— «) 

ou 2 a — ~, et Tarc vertical A, A' fait, avec AL, Tangle a. 

Cela posé, lorsque Ie point A vient en A,, Ie travail de Ia puis- 
sance P, appliqué a ce point, est Pi cos f 2a — ^ ou Pe sin^s 

(no2i9); puis, quand A, vient en A^ Ie travail de P est 
P.A, A^ cosa, ou 2Pf CD cos^a. Douc Ie travail de Ia puissance, 
lorsque son point d'application passé de A en A^ est : 
P e sin 2a + 2Prcocos*a, 

OU r.P = 2PcOSa(esina4- rcDCOSa). (8) 

D'un autre cóté, lorsque Ie point C vient en Cp Ie travail de 

la résistance Q, appliquée a ce point, est — Qscos (a""*) 

OU — Qe sina; et quand C, vient en C', Ie travail de Q est 
— Q.C, C' cosa, OU— Qrco cosa. Donc Ie travail de Ia résistance, 
lorsque son point d'application passé de C ea C^, est : . 

T.Q=— 0(6 sin a + rco cos a). (9) 

Or la machine étant en équilibre, on a (n© 419), Q = 2P cosa; 
donc U travail motmr est égal, en vcdeur absolue, au travail 
utile. 
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A29. ÉGALITÉ DU TRAVAIL MOTEUR ET DU TRAVAIL UTILE.-— 

Nous a\ons voulu calculer les expressions analytiques du tra- 
vail moleur et du travail utile. Si nous avions voulu nous bor- 
ner a constater leur égalité^ nous eussions pu obtenir ce 
résultat par une voie plus courte. Concevons, en efifet, qu'après 
avoir donné a la machine Ie déplacement élémentaire qui 
ramene de la position ACB a la position A'C^B^, on lui imprime 
un déplacement de translation égal et contraire a celui qu'a 
regu Taxe, de sorte que Ie point C^ revienne en C, et que cba- 
que point de la poulie et du cordon décrive une ligne droile 
egale et parallèle a CC : la somme des travaux des forces P^ 
Q, T, évalués dans ce dernier mouvement, est nuUe (n» 350), 
puisque Ie système est invariable, et que ce^ forces se font 
équilibre : donc la somme des travaux développés dans Ie pre- 
mier mouvement est la méme que celle des travaux développés 
dans Tensemble des deux déplacements. Or celte dernière 
somme est nuUe; car, d'une part, l'axe peut être ici considéré 
comme iixe , et par conséquent Ie travail de la force Q est nulle ; 
et, de Tautre, il n'y a plus a considérer que les travaux des 
forces P et T dans Ie mouvement autour de eet axe, travaux 
qui sont démontrés égaux et de signes contraires (n'>4i8). Donc 
aussi, la somme des travaux développés dans Ie pk*emier mou- 
vement est egale a zéro. 

§ HL Des moufles. 

493. DÉFiNiTioN. — Une moufle est un système de deux 
chapes, Tune fixe etTautre mobile, et dont cbacune contient 
plusieurs poulies,. assemblees, soit sur des axes particuliers 
(fig. 100), soit sur Ie méme axe (fig. 101), Une méme corde, 
attachée a Tune des chapes par Tune de ses extrémités, s'en- 
roule sur ces diverses poulies, en passant alternativement de 
la chape mobile a la chape flxe, et de la chape iixe a la chape 
mobile. La puissance F agit a Textrémité libre de la corde, et 
fait équilibre a la résistance P, poids suspendu a la chape 
mobile. 

434. ÉQCILIBRE DES FORCES DANS LES MOUFLES.— Ou SUppoSe 

ordinairement, ce qui a lieu d'une maniere sensible, que ies 

46 
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cordons, qui vont d'une chape a Tautce, sontparallèles. Si Téqui- 
libre exisle, la corde doit être égalenient tendue dans toute sa 
longiieur, et sa tension doit être egale a la puissance F (n»* 416 
et 419). Donc, si 1'on désigne par n Ie nombre des cordons qui 
vont d'une chape a Tautre, on peut considérer la résistanceP 




Ffi;. 100. 



Fig. 101. 



comme soutenue par n forces égales a F et parallèles entre 

(10) 



F 1 
tïllcs. Donc ! P=:nF, OW ;r = - 

P n 
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Ainsi^ dans une moufle en équilibre, la puissance est d Ia 
résistance comme Tunité est au nombre des cordons qui vont 
dune chape d Vautre. 

495. TBAVAIL DES FORGES DANS LES M0UFLE8. — LOFSque danS 

un mouvement imprimé a une moufle en équilibre^ la chape 
mobile a parcouru une longueur h, tous les cordons^ qui Yont 
d'une chape a Tautre^ se sont raccourcis ou allongés a la Tois 
de la quantité h : par suite, la puissance a parcouru une lon- 
gueur nh. Ainsi les travaux correspondants de la puissance et 
de la résistance sont F nA et PA en valeur absolue; et ces tra- 
vav^x sont égaux, puisque P:= nF^ a cause de Téquilibre. 



CHAPITRE IV. 

DÜ PLAN INGLINË. 

PaoGRAMMB : Équilibce et stabilité d*un corps pesant posé sur un plaa fiie 
horizontal ou incliné. — Réaction du plao. — Moments et deigrés divers de 
subililé. 



496. ÉQuiLiBRE d'vn point 8CR UN PLAN.— Lorsqu'iin point 
matériel est pressé contre un plan inébranlable et parfaite- 
ment poli par une force quelconque, cette force peut être dé- 
composée en deux autres , Tune normale au plan, et Tautre 
située dans ce plan. La première est détruite par la résistance 
du plan, et ne peut faire mouvoir Ie point dans aucun sens; 
la seconde^ au contraire^ a tout son effet. Donc, pour que k 
point soit en équilibre, il faut et il suffit que la force soit nor- 
male au plan. 

On yerra de même que, si Ie point s'appuie sur une surface 
courbe, la force doit, pour Véquilibre, être normale d la sur- 
face; car on peut substituer a cette surface son plan tangent 
au point considéré. 

Il suit de la qu'une surface polie ne peut détruire que des 
pressions normales^ en opposant a ces forces des résistancts 
égales et contraires. 

4k2f. ÉQUILIBRE d'un CORPS SUR UN PLAN.— Lorsqu'yu corps, 
sollicité par des forces quelconques (parmi lesquelles se troui^e 
son poids)^ ne s'appuie sur un plan ou sur une surface inébran- 
lable que par un seul point de contact O, il faut, pour Féqui- 
libre, d'après ce qui précède, que toutes ces forces soient dé- 
truites par la résistance de la surface, force unique, normale, 
appliquée au point 0. Donc, il faut : i» que toutes les forces 
aient une resultante unique ; 2» que cette resultante soit nor- 
male d la surface; 3» qu'elle passé par Ie point de contact. 
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Ces conditions sont évidemment suffisantes. 

Lorsque Ie corps s'appuie sur un plan par plusieurs poiuts 
de contact^ chacun de ces points détermine une résistance nor- 
male au plan en ce point. Or toutes ces forces, parallèles et de 
méme sens^ se composent en une seule, egale a leur somme^ 
normale au plan comme elles, et dont la direction tombe dans 
rintérieur du polygone formé par les points de contact. Il faut 
donc que toutes les forces appliquées au corps soient en équi- 
libre avec cette resultante, c'est-a-dire, que toutes ces forces 
aient une resultante unique, normale au plan, el dirigée dans 
Vintérieur du polygone formé par les points de contact. Ces 
conditions sont suffisantes. 

Si les points de contact forment une surface flnie , la resul- 
tante doit percer Ie plan en un des points de cette surface. 

4!tS. PRESSIONS EXERCÉES SUR LE PLAN AUX DIVERS POINTS. — 

Lorsque Ie corps ne s'appuie sur Ie plan que par un point 0^ Ia 
pression est la resultante des forces qui lui sont appliquées. 
Lorsqu'il repose par deux points O et (V, la resultante P ren- 
contre Ie plan sur lad^'oite 00', en un point 
Hplacéentrecesdeuxpoints(no427); et Ton 
peut décomposer cette force en deux forces 
parallèles p et p', appliquées en O et O', et 
représentant les pressions respectives de 
ces deux points. Or on a vu (no^87) que 
Pis. 1 02. chacune de ces trois forces parallèles est pro- 

portionnelle aux distances des points d'application des deux 
autres : donc^ si Ton représente la pression totale par la dis- 
tance OO', les deux pressions partielles p et p' seront repré- 
sentées par les distances O^H et OH (fig. 102). 

Si Ie corps s'appuie sur Ie plan par trois pointsy non en 
ligne droite^ O, O', 0^', la resultante P des forces rencontre 
Ie plan en un point I situé dans Tintérieur du triangle OO'O''. 
Si Fon tracé la droite OlL, on peut décomposer cette force én 
deux forces parallèles p et p^, appliquées Tune en O, Tautre 
en L^ en posant : 

(i) p+A = P, |;=fj- (2)' 
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Puis on peut décomposer la force p^^ appliquée en L, en deux 
forces parallèles y ei p'y appliquées Tune en O', et Tautre en 
Q/' y en posant : 

(3) ?* + ?"=,., ^ = |l- W 

K^ J>> P'i P'> sont les prewions exercées aux trois points 
O, O, (y'. 
On tire des égalités (1) et (3) : 

p+j)'+p" = P; 
puis I'égalité (2) donne : 

p_IL__OW 

P~OL'~0(yO"' 
EnflB, I'égalité (4) donne : 

j>^ _ (y' L _ (y^oL _ (y^ IL _ o^^ ol — (vaL _ oio^' 

1>" ~ O'I^ ~ OOL "" (VIL ~ 0'OL — (yiL ~ OIQ! ' 
On conclut aisément de la que : 

OIO" ~ OIO'' ~ OIO' ~ 00' O''" ^ ' 
Donc, si la pression totale est représentée par Taire du triangle 
total 00^0", la pression partielle en cliaque point est repré- 
sentée par Taire du triangle formé en joignant Ie point I aux 
deux autres points de contact. 

499. lEMARQUE.— On reconnatt ainsi que la Taleur de cha- 
que pression reste Ia même^ quel que soit Tordre dans lequel 
on effeclue la décomposition ; et, puisqu'on a trouvé, 

IK IH 

onademême, p'^Px^rg, p" = PXq?7h> 

et, en ajoutant, _ + _+.^^ = j, (6) 

théorème €onnu de geometrie. 

430. C4S d'indéteriiination.— Lorsque Ie eorps a plus de 
trois points d'appui, ou même seulemept trois points en ligne 
droite, les pressions partielles sont indéterminées. Car il y a 
une infinité de manières de décomposer la pression totale en 
forces parallèles appliquées a ces divers points (n® 299). Ce ré- 
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sultat, qui parait paradoxal. est la conséquence nécessaire de 
rhypothèse que nous avons faile de laparfaite solidité du corps, 
de rinvariabilité absolue du plan : et si^ dans Ia réalité, les 
pressions en chaque point sont déterniinées, c'est que Ie corps 
et Ie plan se sont déTormés au contact, et que ces pressions 
dépendent essentiellement de la déformalion qu'ils ont subie. 
Si nous savions de quelle maniere les forces moléculaires qui 
sont en jeu autour de' chaque point de contact agissent dans 
ces circonstances, nous pourrions écrire les conditions ou équa* 
tions nouvelles qui déterminent la grandeur des pressions par- 
tielleSy et Ie problèxne ne serail plus indeterminé. Hais notre 
hypotbèse, contraire a la réalité, ne nous fournit pas les don-^ 
nées sufflsantes pour résoudre ce probième. 

43 fl. ÉQUILIBBE d'UN CORPS PESAKT SUR UN PLAN INCLINÉ.— 

Examinons maintenant Ie cas simple, oü un corps, de forme 
quelconque, est posé sur un plan inébranlable, incliné a Tho- 
rizon, et est soUicité seulement par deux forces, savoir : une 

puissance P appliquée en un de ses 
points, et une résistance Q qui sera 
son poids, appliquée a son centre de 
gravilé G (flg. 403). Pour que Téqüi- 
libre exisle, il faut que ces deux 
forces aient une resultante normale 
au plan incliné (n» 427) : il faut donc 
qu'elles soient dans un même plan. 
Ptg. 105. Ce plan devant être perpendiculaire 

a la fois au plw. iocliqé, parce qu'il coptient la normale, et, 
a rborizon> parce qu'ilcoatient la \erticale, doit être perpen- 
diculaire a la tracé horizontale du plan incliné. Si Ton fait une 
section par ce plan dans Ie système, Thorizon sera représenté 
par l'horizontale AB, Ie plan incliné par la droite AC, Tincli- 
naison de ce plan par Fangle BAC = i. Les deux forces P et Q, 
situées dans ce plan, vont se rencontrer en un point I ; leur 
resultante est dirigée suivant la normale IN', et tombe dans 
Tintérieur du polygone formé par les points de contact. 

Menons par Ie point I une parallèle IL a AC, et désignons 
par O Tangle LIP que la puissance fait a\ec cette droite. Pécom* 
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posons la force P en deux autres^ Tune P cos O, dirigée suivant 
IL, et l'autre Psin6j, dirigée suivant IN^ Décomposons de 
même Ie poids Q en deux forces. Tune P sint, dirigée suivant 
IL^ et Fautre P cost; dirigée suivant IN'. Enfin désignons par 
N la réaction normale du plan^ dirigée suivant IN. Les condi- 
tions d'éqnilibre sont (no285) : 

(7) Pco86 = Qsint, N = P 8in6 + Qcosi. (8) 

La première fournit la relation qui doit exister entre les deux 
forces pour qu'il y ait équiltt>re^ et la seconde fournit Finten- 
site de la pression que supporte Ie plan incliné dans ce cas. 
Cette demière^ d'ailleurs, peut s'écrire : 

N = Qrcost + ^8inoY 

OU, en rempla^ant rr par sa valeur — - (formule 7), et, sim- 
pimant, N=Qe^). (9) 

439. DISCUSSION. — Le poids Q et Tinclinaison i du plan soDt 
donnés : si Fon donne aussi la puissance P, réquation (7) fait 
connaitre la direction de cette force; car on a : 

Q sin t 
cose = ^ , 

Mais pour que Féquilibre soit possible, il faut que P soit au 

moins egale a Q sin t . Ainsi la plus faible valeur de lapuissance, 

eapable de retenir Ie poids Q sur Ie plan incliné, est Qsint: 

dans ce cas, cos6 = l^ = 0; et la force P est parallêle au 

plan. C'est la direction Ia plus favorable a la puissance. 

Si P est plus grande que Qsint, FangleO, donné parson 

cosinus, a deux valeurs égales et de signe contraire, admissi- 

bles toutes les deux : la force P a deux directions IP et IP^, éga- 

lement inclinées sur IL; car, pour ces deux directions, Féqua- 

tion d*équilibre (7) reste la même. Hais la réaction N du plan 

est, dans Ie cas de la direction IP„ egale a Q cos f — P sinO, ou 

(jos (i -f- 0) 
a ö — ^-^ — * n faut d'ailleurs, dans ce dernier cas, que N 
cos O ' n 
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soit positive, on qne Ton ait, Psinö^Qcost, ou bien 

cos (t + 0) > O , OU bien eacore ♦ + O < -. 

z 

433. CAS OU LA PUISSANCE EST PARALLÈLB AU PLAN INCLINÉ.— 

Si Ton abaisse, d'un point quelconque C^ une perpendiculaire CB 

sur AB^ on forme un triangle rectangle ABC^ dans leqnel les 

cótés AB, BC et AC ont regu les noms de base, hauteur et Ion- 

gueur du plan incliné. Nous les désignerons par les lettres 

b,h,l. 

Si la puissance P est parallèle a AC, 6 = O, P = Q sin t : or, 

BC h 
dans Ie triangle ABC , sin t = 77^ = - : donc : 

Ati I 

Ainsi, la puissance parallèle au plan inclini est au poids 
qu'elle y retient en équilibre comme la hauteur du plan est d 
sa longueur. Cette force P est egale et contraire a celle qui 
tend a faire descendre Ie corps Ie long du plan, c'est-a-dire, a 
son poids relatif. On voit donc que la résistance du plan incliné 
reduit un poids qu'il supporte a une fraction de sa valeur, re- 

présentée par sin t ou par -. 

434. GAS ou LA PUISSANCE EST HORIZONTALE.— Si la forCC P CSt 

horizontale, 6 = t, et Téquation (7) donne P = Qtangi: or, 

RP h 

dans Ie triangle ABC, tang t = —.r = . : donc : 

AD O 

^=?- <"' 

Ainsi, la puissance horizontale est au poids qu'elle retient en 

équilibre sur Ie plan incliné comme la hauteur du plan est a 

sa base. 

' P h 

n suit de la que Ie rapport jr augmente ici avec r-, ou avec 

tang t; et il devient infini, quand t = -, c'est-a-dire quand Ie- 

plan est \ertical. Donc une force P, si grande qu'elle soit, ne 
peut retenir en équilibre un poids Q, si faible qu'il soit, en Ie 
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pressant perpendiculairement contre un plan Tertical, si Ton 
fait absiraction du frottementy comme nous Tavons supposé. 

4Sft. TRAVAIL DES PORGES APPLIQUÈES AU GORPS. — Si Toil 

donne au corps un déplacement Ie long du plan incliné, Ie 
point I décrit un chemin s parallèle a AC : Ie tra^ail de la puis- 
sance P est, en yaleur absolue, Ps cos O, et celui de Ia résistance 
est Qs sin t. Donc, en yertu de Téquation (7), ces deux travaui 
sont égaux. Ainsi, lorsque les deux farces se font équilibre sur 
Ie plan incliné, Ie travail moleur est égal au travail résistani, 
pour tout déplacement compatible avec les conditions du sys- 
tême. 

4S9. MOMENT DE 8TABILITÈ d'üN CORPS PB8ANT. — Lorsqu'UD 

corps pesant repose sur un plan horizontal, les réactions du 
plan, aux différents points de contact, sont des forces Yerticales, 
dont la resultante est \erticale elle-même , et tombe nécessai- 
rement dans Tintérieur de la figure formée par ces points. Pour 
que réquilibre existe, il faut que cette resultante détruise Ie 
poids du corps; t7 faut donc que la verticale qui passé park 
centre de gravité rencontre aussi dans son intérieur la surfm 
d'appui. 

Hais, lorsque cette condition est remplie, si, par une cause 
quelconque, Ie corps n'a pas la liberté de glisser sur Ie plan, 
on peut, sans troubler réquilibre, lui appliquer une certaine 
force : il suffit que la resultante de cette force et du poids du 
corps ne tombe pas en dehors de la surface de contact. Conce- 
Yons, par exemple, un parallélipipèdet rectangle: pesant, repo- 
sant sur Ie sol horizontal et légèrement en- 
gagé daifs la coucfae supérieure (fig. 104) : 
soit ABCD la coupe faite dan3 Ie corps par 
un plan vertical de syn^étrie. Si Ton appli- 
que au centre de gravité G une force F 
horizontale et parallèle a AB, ellé tendra 
Fig. 404. a faire tourner Ie corps autour de Tarête B : 

mais ce mouvement ne se produira que lorsque la resultante 
GR des deux forces F et P ira rencontrer Ie sol en dehoFS 
de AB. Or, pour que la resultante passé en B, il faut que 
F X GH=P X HB : donc Téquilibre subsistera, tanï que Ton 
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aura F x GH <P x HB. Le produit P x HB, moment du 
poids;du corps par rapport a Tarête B, mesure donc, en quel- 
que sorte, Ténergie avec laquelle le poids P s'oppose a la 
rotalion. On lui donne^ en conséquence, le nom de moment 
de stabilité du corps par rapport a 1'arête B. 

437. DEGRÉs DIVERS DE 8TAR1LITÉ. — En géuéral^ le moment 
de stabilité d*un corps qui repose sur le sol varie a\ec l'arête 
que Ton prend pour axe de rotation, ou mieux encore, avec 
rélément rectiligne du contour de sa base autour duquel on 
suppose que le mouvement s'opère. On comprend dès lors que 
Je moment de stabilité est susceptible d'un minimum, et que 
ce minimum correspond a Taxe le plus voisin du pied de la 
verticale qui passé par le centre de gravité. 

Si la verticale rencontre le contour de la base, le minimum 
est nul. Il devient négatif si elle tombe en dehors; alors l'é- 
quilibre est impossible, et le corps tourne autour de Télément 
Ie plus voisin, a moins qu'urïe force convenable, dónt le mo- 
ment, par rapport a eet axe, serait au moins égal a celui du 
poids, ne s'oppose a ce mouvement. 

Ainsi, pour que la stabilité d'un corps pesant sur un plan 
horizontal soit assurée, il faut que son moment minimum soit 
supérieur a l'excès de la somme des moments des forces qui 
teudent a le faire tourner sur la somme des moments des 
forces qui tendent a le retenir. 

Les mêmes considérations s'appliquent au cas oü le corps 
repose sur un plan incliné, sans avoir la liberté de glisser le 
long du plan. 11 demeure en équili))re,. si la verticale menée 
par son centre de gravité rencontre la surface d'appui ; et sa 
stabilité est d'autant plus grande^ que cette verticale est plus 
éloignée de Félément autour duquel il pourrait tourner. 



CHAPITRE V. 

Dü FROTTEMENT. 

pRoGiAHMB : Lois eipérimentales du frottement : 4» a rinstant du départ; 
2^ peadant Ie mouvement. — Ezpériences de Coulomb relatives au frotte- 
ment des corps.— Mouvement uniforme et éqoilibre d^un corps sur un 
plan incliné, en supposant ce corps uniquement soumis k Faction de Ia 
pesanteur et au frottement du plan. — Cas du mouvement uniformément 
accéléré. — Équation du travail et des forces viyes.— Portion du travaU 
absorbée par Ie frottement.— Frottement dans la poulie fixe. 



4S8. DIYERSES 80RTE8 DB HÉSISTANCES PAS8IYB8.— Eo étu- 

diaDi^ dans les cbapitres qui precedent^ les conditions d'équi- 
libre ou de mouvement uniforme des diverses machines sim- 
ples, nous avons négligé^ a dessein, Tinfluence des résistances 
passives. Il convient maintenant de dire en quoi consiste cette 
influencequi est quelquefois considérable^ et comment on doit 
en tenir compte. 

On distingue ordinairement , dans les machines^ quatre 
espèces de résistances passives : 

io La roldeur des cordes. Nous avons supposé les cordes^ les 
courröies, parfaitement flexibles et inextensibles : or^ si Ton 
pent négligerleur extensibilité^ qui^en générale est très-faible, 
et qui^ d'ailleurS; ne se produit que dans les premiers instants 
du mouvement^ il n'en est pas de même de leur défaut de 
flexibilité, lequel produit, k tout moment^ une résistance con- 
tinue aux points oü la corde ou la courroie Üoit s*enrouler ou 
se dérouler. 

2o Le frottement de glissement, ou frottement de première 
espèce. Nous avons admis que les corps en contact étaient par- 
faitement polis, et qu'eu conséquence, les pressions exercées 
ne pouvaient être que normales a leurs surfaces. Mais il n'en 
est pas ainsi dans la nature : en réalité, les corps les plus durs 
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et les mieux polis sont hérissés d'aspériiés qui s'engagent les 
unes dans les autres^ lorsqu'une pression quelconque les main- 
tient en contact; et il faut, pour faire glisser deux surfaces 
Tune sur Tautre^ détruire la résistance que ces aspérités oppo- 
sent au mouvement. Cette résistance est souvent considérable^ 
elle est comparable aux focces mêmes qui sont en jeu dans les 
machines. C'est pour cela que Tapplication d'un travail conve- 
nable est nécessaire^ non-seulement pour produire^ maisaussi 
pour entretenir Ie mouvement d'une machine. 

3» Le froUement de roulement^ ou de seconde espèce. Cette 
résistance au mouvement est beaucoup moindre que la précé- 
dente, on le comprend aisément. 

A° La résistance des mt'Keua:. Comme une machine se meut^ 
en générale dans Tair ou dans Feau^ elle communiqué aux 
molécules de ces milieux un mouvement qui ne peut se pro- 
duire qu'aux dépens de la force motrice. 

Nous n'avons pas a exposer ici cbmplétement comment agis- 
sent ces di verses résistances : nous nous bornerons a étudier la 
seconde^ c'est-a-dire, le frottement de glissement, ou simple- 
ment le frottement^ qui est de beaucoup la plus importante. 

§ I. Lois expérimentales du frotlement. 

439. DU FROTTEMENT. — LoTsqu'uu corps pesant repose sur 
une surface plane horizontale, Texpérience prouveqii'uBe force 
horizontale F^ d'une cerlaine intensité^ est nécessaire pour le 
mettre en mouvement. 11 faut donc admettre, que^ dans le cas 
oü la force est trop faible pour produire le mouvement, laréac- 
tion de la surface sur le corps se compose^ non-seulement de la 
pression normale^ mais encore d'une force tangentielle egale 
et contraire a la force appliquée. C^est cette réaction tangen- 
tielle qui constitue le froUement. A mesure que la force F croit, 
le frottement^ toujours égal et contraire a F> croit également ; 
mais il arrive un instant oüilcesse de croitre; fdors il est dé- 
truit par cette force^ et le mouvement commence. La valeur de la 
force F, a ce moment, est la mesure du froUement au départ. 

Lorsqu'un corps pesant se meut sur un plan horizontal, en 
vertu d'une vitesse acquise^ Pexpérience prouve que la vitesse 
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diminue^ et flnit par s'aunuler; tandis qu'elle deyrait demen- 
rer constante, si la réaction du plan était lout entière normale. 
Il faut donc admettre encore, que, pendant Ie mouYement; Ie 
corps éprouYe de la part de la surface une réaction tangentielle. 
Cette réaction est Ie froUement pendant Ie mouvement. Si Ton 
appliquait au corps une force tangentielle capable d'entreteDir 
son mouTement uniforme, cette force détruirait, a chaque 
instant, Ie frottement pendant Ie mouvement; et elle pourrait, 
par conséquent, lui servir de mesure. 

Nous admettrons donc que, lorsque deux surfaces sont en 
contact, il existe, outre la pression normale N qu'elles exercent 
Tune sur l'autre, une force tangentielle F, toujours opposée au 
mouvement qui a lieu ou qui tend a se produire. Nous repré- 
senterons par f Ie rapport entre Ie frottement et la pression 
normale, k un moment donné, en sorte que F =f N : on nomme 
ce rapport Ie coëfficiënt de frottement. On considère plus par- 
ticulièrement sa valeur : 1» è Finstant oü Ie mouvement com- 
mence : c'est alors Ie coefScient de frottement au dipart; 
40 pendant que Tune des surfaces glisse sur Tautre : c'est Ie 
coëfficiënt' de frottement pendant Ie mouvement. 

Si Ton composait en une seule les deux forces N et /'N, la 
direction de leur résulfante N |/4 +f* ferait, avecla normale, 

fN 
un angle dont la tangente serait ^ = /^ On représente cei 

angle par 9; et on Ie nomme r angle de frottement. On a donc, 
par déflnitioiJ, tang<p = ^ On considère spécialement Tangle 
de frottement au départ, et Tangle de frottement pendant Ie 
mouvement On verra tout a Tbeure quelles sont les lois qui 
régissenl 9 et f. 

440. EXPERiENCES D^AHONTONS. — Les prcmièrcs recherches 
sur Ie frottement ont été faites par Amontons. Ce physicien se 
servait d'un plan mobile autour d'une charnière horizontale: 
il pla{;ait un corps sur ce plan, et faisait tourner lentement Ie 
plan autour de la charnière, jusqu'au moment oü Ie corps^ 
sollicité par son poids, venait a glisser Ie long du plan incliné. 
A eet Instant, la com posante du poids, paralièle a Ia ligDe de 
plus grande pente> de\enait supérieure au frottement, et pou^ 
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vait lui servir de mesure. Donc, en désignant Tinclinaison du 
plan par t, Ie poids du corps par P, Ie frottement par F, et la 
pression normale par N, on avait : 

F = Psint, N=:Pcost, F = Ntangt. (1) 
Or Amontons trouvait que Tangle t était constant^ quel que 
fut Ie poids du corps, les autres circonstances restant les 
mêmes : il en concluait que Ie frottement est proportionnel d 
la pression normale. 

441. APPAREiL DE couLOMB.— Mais les expériences d' Amon- 
tons renfermaient trop de résultats contradictoires pour être 
acceptées par la soièüce. Et ce fut Coulomb qui, Ie premier, 
en 1781, démontra les véritables lois du frottement. Sur deux 

madriers horizon- 
taux juxta-posés 
AB (flg. 105), était 
fixé un troisième 
madrier en chêne, 
^'e*®*- long de 8 pieds, 

large de 46 pouces. Un tratneau M, en forme de caisse, de 
18 pouces de large, quilchargeait de poids, pouvait glisser sur 
ce dernier madrier, et Ie parcourir dans sa longueur. Une 
corde flexible, attachée au tralneau, venait , dans une direc- 
tion horizontale, s'enrouler sur la gorge d'une poulie très- 
mobile B, placée, entre les deux premiers madriers, a Tun 
des bouts de Tappareil ; elle portalt a son autre extrémité un 
plateau F, également chargé de poids, et qui pouvait descendre 
verticalement dans un puits ayant une profondeur de quatre 
pieds. 

Coulomb chargeait d'abord Ie traineau; puis il accumulait 
graduellement les poids sur Ie plateau, jusqu^au moment oü Ie 
mouvement conïmengait. Le traineau chargé lui donnait la 
mesure de la pression normale exercée» et le plateau chargé 
lui permettait de déterminer la force de traction horizontale 
qui produisaitle mouvement, force égate et contraire au frotte^ 
ment du fond de la caisse sur le madrier. Coulomb observait 
ensuite ia loi du mouvement, en mesurant, a Taide ,d'un 
[)endule battant les demi-secondes, le temps quele chariotmet-^ 
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tait a atteindre les |K)iuts de repère marqiiés sur Ie madrier. 

Pour varier la nature des surfaces frottantes, il clonait sur 
Ie madrier supérieur deux longuerines de Tune des matières a 
éprouver^ et sous Ie fond de la caisse des patins de Tautre ma- 
tiëre. Pour varier leur étendue, il changeait la forme des patins. 

449. LOis DU FBOTTBHBNT.— Voici è quelles lois de nom- 
breuses expériences ont conduit Coulomb. 

Première loi : Le froUement est, pour ceriains corps, pl\u 
grand, au départ que pendant le mouvement : pour d'autw 
corps, il est le mime. Les corps durs^ élastiques, iels que Ie fer, 
l'acier^ etc.^ sont de la dernière categorie ; les bois^ les cuirs, 
corps mous et compressibles^ font partie de la première. 11 
était facile de vérifler cetteloi. En effet, la charge du plateau^ 
au moment du départ, était la mesure de Tintensité du frotte- 
ment initial. Or^ pour qertains corps, sous Taction de cette 
charge, une vitesse initiale^ donnée au chariot, se maintenait 
constante : donc le frottement ne \ariait pas. Pour d'autreS; 
cette vitesse allait s'accélérant ; donc le frottement au départ 
diminuait pendant le mouvement. 

443 . Deuxiêm E LOI : Le frottement pendant le mouvement est 
indipendant de la vitesse. Pour le prouver, Coulomb chargeait 
le plateau du poids nécessaire pour entretenir un mouvement 
uniforme donné : puis il imprimait au système une vitesse 
différente, et il constatait que le mouvement demeurait uni- 
forme. Mais on peut arriver a la méme conséquence^ en étu- 
diant le mouvement varié qui résulte d^une charge quelconque 
du plateau. En effet, en mesurant^ comme nous Tavons dit^ 
les espaces parcourus et les temps employés a les parcourir, et 
en construisant et discutant la courbe des espaces (n» 40), oo 
reconnait que le mouvement du chariot est uniforméroent 
accéléré; et Ton peut, par suite, déterminer Paccélération y de 

ce mouvement par la formule y = 't;- (no37).0r désignonspar 

P le poids du plateau et de sa charge, par Q le poids du 

traineau et de sa charge : le plateau possédant une accéléra- 

P Pr 

tion Y et une masse ~ , la force qui le fait descendre est -; 

g 9 
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(no 178); Ia tension T de la corde détruit Ie reste de son poids 
**— — > et lui est egale; ainsi Ton a : 

T=P-?I. (2) 

Cette tension, abstracüon faite de la masse de la corde et de 
celle de la poulie, se transmet sans perte au chariot; et c'est 
l'excès de cette force sur Ie frottement F qui met Ie chariot en 

mbuvemént. D'un autre c6té, Ie chariot ayant une masse ? et 
une accélération y, la force qui Ie meut est ,^; donc on a : 

T — F=^. (3) 
Éliminant T entre les équations (2) et (3), on a • 

formule a laqueUe on arriverait immédiatément, en remar- 
quant que, d'une part, Ie système en mouvement est une masse 

— ^, possédant une accélération r, et que, d'autre part. Ia 

force qui Ie met en mouvement est P — F ; de sorte que 

Cette formule montre Wen que Ie frottement est constant 
pendant toute W durée du mouvement, quelle que soit la vi- 
tesse initiale; et elle permet d'en calculer la valeur '. 

444. Troisiéhc loi : Le frottement au départ et Ie frotte- 
ment pendant Ie mouvement sont, l'un et l'autre, proportion- 
neb d lapression, pourvu toutefois que cette pression ne soit 
pas trop considérable. La formule (4) fournit Ie moyen de véri- 
fler numériquement cette loi, et de démonlrer que Ie rap- 

» II hot remarquer ici avec soin, comme nous I'avons d^i mènUonné une 
fois (n« 874), que la tension T n'est {«s egale au poids P. parce que Ie nou 
yement n'est pas uniforme, et qu'il y a une parUe de ce poids emplojée ft 
accélérer Ie mouvement. 
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port ~ ne Tarie pas> quand ks surlaces frottantes restent les 

mêmeS; quel que soit Ie poids P du plateau chargé. C*est ce 
rapport que nous avons représenté par ^ et qu'on nomme Ie 
coëfficiënt de frotUment. Ainsi Ton a toujours 

. ¥-fQ. (5) 

44ft. QuATRiBME Loi : /> p'oUement au départ ei Ie frolii- 
ment pendant Ie mouvement sant tous deua: indépendanU df 
Vétendue des surfaces en contact. Cette loi se vérifie immédiate- 
ment en variant l'étendue des surfaces^ sans changer leur 
nature. EUe est d'ailleurs une conséquence de la précédente. 
Car supposons qu'un méme corps glisse sur un même plan^ en 
inettant successivement en contact avec ce plan des surfaces 
d^étendue différente, dont Ie rapport est m; la méme pressioo 
sera répartie dand Ie premier cas sur une surface m ioiÈ plus 
grande que dans Ie second ; chaque element superficiel sup- 
portera par suite une pression m fois plus petite, et son frotte- 
ment sera m fois moindre ; mais les éléments étant m fois plus 
nombreux^ Ie f rottemerït total sera Ie même. 

Cependant^ si Tune des surfaces prenail la forii|e d*un cou- 
leau trancbant qui lui permit de pénétrer dans Tautre, la loi 
précédente ne serait plus applicable. 

44tt. CiNQuiÉMB LOI : Le frottement varie avec la naturtti 
Ie degré de poli des surfaces en contact, et avec la naiun 
des enduits dont elies pe^ivent étre revêtues. On verra, par le 
tableau que nous allons donner^ dans queues proportions con* 
sidérabtes peut varier le frottement^ lorsqu'on fait varier la 
nature ou le poli des surfaces firottant a sec, corabien lesen^ 
duits diminuent le frottement dans les machines bien grais- 
séeSj et comment ces enduits font disparaitre a peu prés toute 
différence entre les diverses surfaces. 

.447. APPAREIL ET EXPÉRIENGE8 DÈ Ut. ÜIORlII.— M. Morin a 

repris, en 1831, les expériences de Coulomb; et il a vériflé les 
lois découvertes par le célèbre physicien, en employant des 
appareils d'une précision plus grande^ Le principal perfection' 
nement qu'il a apporté a la methode de son devancier, con- 
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siste dans Tappareil qui lui a servi a étudier les lois du mou- 
vement du chariot. Un large disque en cuivrè, recóuvert d'une 
feuille de papier, élait üxé a i'axe de la poulie qui transmettait 
ati tratneau Taction de la charge du plateau, et il tournait avec 
elle. Un pinceau imbibé d'encre de Chine, disposé en avant du 
disque, recevait d'un mécanisme d'horlogerie uh mouvement 
uniforme de rotation autour d'un axe parallèle è celui de la 
poulie, et trayait sur Ie papier une courbe dont la nature dé- 
pendait des deux mouvements. C^est de Tétude de cette courbe 
que M. Morin 'concluait la loi du mouvement du tratneau. En 
effet, soient O Ie centre du disque (fig. 106), et I celui du petit 
eerde quedécrirait Ie pinceau sur Ie dis- 
que immobile. Supposons que Ie mou- 
vement d'horlogeriefasse parcourir au 
pinceau les arcs égaux AB', B'C^,... cha- 
cun en uhe seconde. Et soit ABC... la 
courbe que tracé réellement Ie pinceau 
sur Ie disque, en vertu du doublé mou- 
Fig. io6. vement. Au départ, Ie pinceau est en A : 

au bout d'une seconde, il est en B^; mais, a cause du mouve- 
ment du disque, c'est Ie point B qui est venu se placer sous sa 
pointe: Ie disque a donc tourné de Fangle B'OB pendant la 
première seconde. Au bout de deux secondes, Ie pinceau est 
en C/ ; mais il a^marqué alors Ie point C sur Ie disque; celui-ci 
a donc tourné de Tangle C' OC pendant la deuxième seconde. 
On voit qu'on peut obtenir les angles dont Ie disque a tourné 
pendant chacuüe des secondes du mouvement, en décrivant, 
du point O comme centre, les arcs B^B, C^C,..^, jusqu'a la ren« 
contre de la courbe ABC. Or ces angles sont proportionnel» 
aux arcs décrits par un point quelconque de la circonférence 
de la poulie^ et, par suite, aux cbemins parcourus par Ie trat- 
neau. Leur lecture faisaitdonc connattre les espaces parcourus 
en fonction du temps : et comme ces espaces étaient trouvés 
proportionnels aux carrés des temps, M. Morin en concluait que 
Ie mouvement du tratneau était uniformément accéléré. D'ail-^ 
leurs la valeur de Tangle décrit pendant Ia première seconde 
lui faisait connaltre Ie chetnin parcouru dans Ie méme temps 
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par Ie traineau : ea doublant ce chemin^ ilobtenait Faooéléra- 

tiOD Y* 

448. TABLEAU RÉSUII6 DE& G0EFFICIBNT8 DE FftOTTEXENT 

IJ8ÜEL8.— Les expériences de M. Morin ont porté sur un grand 
nombre de corps et d'enduits différents; il les a multipliées 
pendant trois années; on peut en Ure les détails dans ses Mé- 
moires insérés aux tomes IV et VI des Savants étrar^ers. Nous 
nous bornerons a donner quelques-uns des résultats qu'il aobte- 
nus, et qui doiyent servir dans kis mouvements des machines. 



SURPAOfiS EN CONTACT. 



Bois sor bois, k sec 

Bois sur bois, mottillés d*eau 

Bois sur bois, enduits de savon sec 

Bois sur bois, enduits de suifs 

Bois sur métaux , Ji sec ■ 

Bois sur méuux, mouillés d'etu 

Bois sur métaux, enduits de suif ou de saiudoux. 
Cordes ou chauvre en brio sur bois, k sec. . . 
Cordes OU cbanvre en brio sur bois, mouillés d'eau 

Courroies ea cuir sur bois, k sec 

Courroies en cutr sur métal^ k 9ec 

Courroies en cuir sur métal, et onctueuses. . . 

Méuux sur méuux, k sec 

Méuux suf méuux^ avec saindoux 



COKFFICIENT f DE 


FBOTTBMENT. 


Aa 
dépwt. 


Pendant 

1« 

moaTeneBt. 


0,50 


0,36 


0,68 


0,25 


0,36 


0,14 


0,19 


0,07 


0,«0 


0.42 


0,65 


0,24 


0,U 


0,07 


0,63 


0,45 


0,87 


0,33 


0,47 


0,30 


0,54 


0,30 


0,28 


0,18 


0,18 


0,t8 


0,10 


0,09 



§ IL Application au tnouvement et d Féquilibre d'un corfi 
pesant sur un plan incliné. 

449. COMDITIONS d'ÉQUILIBRE d'UN CORPS PESANT^ PLACE SURüN 
PLAN INCLINÊ, ET SOUMIS A LA SEULE ACTION DE LA PESANTEURET DD 

FROTTEMENT.— Considérons un corps pesant, de poids P, place, 
sans vitesse initiale, sur un plan incliué d'un angle t sur Tho- 
rizon; et soit /* te coëfficiënt de frottement au départ, qui con- 
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vient aux surfaces en contact. La force P se décompose en deux 
autrfes; Tune, Pcost, est perpendiculaire au plan; elle est 
détruite par sa résistance^ et elle mesure la pression normale : 
Tautre^ P sin t, est parallèle au plan, et tend a faire descendre 
Ie corps Ie long du plan. Le corps descendrait donc^ s'il n'était 
pas retenu par le froitement, qui s'exeroe toujours en sens 
contraire de tout mouvement qui tend a se produire. Or ce 
frottement au déparl serait fVcosi (no 444), et serait de sens 
contraire a la composante Psint. Donc, tant que Von aura 
P sin i < ƒ P cos t , OU tang t < ƒ, ou i < 9 (no 4a9), la gravUé 
ne sera pas ^uffisante pour faire descendre le corps : t7 restera 
en équiiibre sur le plan inclini. Véquilibre subsistera encoref 
tnais il sera sur lepoint de cesser, si ton a, tang t=/[) ou iz=zf. 
Mais si Fen a, tang i > f, ou 1 > <p, la gravitc Temportera, et 
le corps glissera le long du plan incliné. 

450. MOUVEMENT UNIFORME d'UN CORPS PESANT, ANIMÉ dIjNE 

TiTESSE INITIALE D1RIGÉE VERS LE RAS.— Supposon$ maintcnaut 
que le corps pesanl soit animé d'une vitesse initiale v,, dirigée 
irers le bas, suivantla ligne de plus grande pente;et désignon^ 
par f' le coëfficiënt de frottement pendant le mouvement. Le 
frottement est^ dans ce cas, dirigé vers le haut, et égal a 
f'P cost. Par conséquent la force qui soUicite le corps, paral- 
lèlement au plan^ est la différence entre P sin ietpP cos i. Si 
cette différence est nulle, c'est-a-dire si l'on a, P sin t = ^Tcos t, 
OU tangt = ƒ', le corps se meut en vertu de la seule vitesse 
initiale v, ; le mouvement est uniforme. C'est d'ailleurs, comme 
on va le voir, le seul cas oü le mouvement puisse être uni- 
forme^ 

451. GAS DU MOUVEMENT UNIFORMÉMENT ACGÉLËRÉ.— Lorsque 

l'on a P sirit > f'P cost, ou tangt > f*, la force, qui soUicite 
le corps, est P sin i — f'V cost j elle est constante : et, comme 
elle est dirigée vers le bas, c'est-è-dire de móme sens que la 
vitesse initiale, le mouvement est uniformément acciléré. D'ail- 
leurs, en désignant par 9^ Tangle du frottement qui convient au 
mouvement, c'est-a-dire, en posant, tang(p' = /"', cette force a 

sin (i -^ fli'^ 

pour expression, P (sin 1 — tang <p' cos t), on P — - — Xi 



262 UVRE V.— CHAPITRE V- 

et^ si m est la masse du mobile^ 1'accélératioo qu'elle lui im- 
prime est : 

P 8in(t — «p') 8io(i— o/) 

T= _j^ , OU y = g — ^ J\ (6) 

' m co8<|/ , ^ CO89 ^' 

Par suite, les équations du mouYemeDt sont {n^ 30 et 33) : 

8iii(*— 9'). , , 1 Mn(t— o/) - „^ 

En comparant ces formules è celles de la chutc verticale des 
corps (no U)y on ^oit que raccélération est diminuée dans Ie 
rapport de sin (t — 7O ^ cos 9' ; par suite, la vitesse et Tespace 
parcouru^ a Tépoque tf sont plus petits : mais Ia nature du 
mouYement reste la même; et 1'on comprend 'que Galiléea 
pu^ au moyen de eet appareil ^ étudier plus facilement les lois 
de la chute des graves. 

45!^. GAS DU MOUVEMENT imiFOIlMÉMÉMT EETARDÉ. — ^LorS()Ue 

Ton a, au contraire^ P sin t < ^' P cos i, ou tangi < ƒ ' , la force 

qui sollicite Ie corps, est f'P cos t — P sin i, ou P — ^^ , ; 

elle est constante, mais dirigée vers Ie haut^ c'est-a-dire, en 

sens contraire de la vitesse initiale : Ie mouvement est donc 

uniformiment retardi, dirigi vers te bas, et ses équations sont; 

sin (9 — i) 'sin (9' — t) ^ 

' ^ coscj/ ' ^ cos»' * 

'^ C089' i 

La Yitesse diminuant, a mesure que Ie temps s'écoule, deirient 
nulle, lorsque Ton a : 

V. cosy ' , 
'-?sin(9^-iV ^^^ 
alors Tespace pareouru est : 

et Ie mobile s'arrête. Il persiste d'ailleUrs, a partir de ce mo- 
ment, dans son état de repos, puisque Ton a, tangi < ƒ', et, 
k plus forte raison, tangt -< f. 
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C'est Ie cas qui se présente^ ea particulier^ lorsque Ie plan 
est horizontal; alors tsO; les formules du mouvement 
(équations 8) deviennent : 

ï=-ffr, v = Vo—grt, e = Vot-{gf'i\ (41) 

et Ie corps s'arrête^ lorsque Fon a : 

4S3. MOUVEMENT d'uN CORPS PESANT^ ANIMÉ d'uNE VITESSE 

INITIALE DIR16ÉE VERS LE HAUT. — Supposons a préseut , que la 
yitesse initiale t?. soit dirigée vers Ie haut. Le frottement 
f'Pcos/, toujours dirigé en sens contraire du mouvement, est 
alors dirigé vers le bas; et il s^ajoute a la composante P sin t. 
La force qui soÜicite le mobile, est donc P sin i + f^P cos t, ou 

P — - — ~^: et elle est dirigée vers le bas, en sens contraire 
cos<p' ' ° 

de la vitesse initiale. Donc^ le mouvement est uniformsment 

retardé, dirigé vers le haut; et ses équations sont : 

sin (f + (pO sin (t + ©') ^ 

' ^ COScp^ ' ^ COS<p' ' 

^ . sin (t + <pO „ ' 

e — Vot — J-fl' — -rrr^ ^•. 

COSf 

Le mobile monte donc d^abord; puis il s'arrête> lorsque. la 
vitesse devient nulle, c'est-a-dire, lorsque Ton a : 

^^^^^ et e = f!-.^' (U) . 

flf sin(t + <i/)' 2gfsm(t + ?) ^ ' 

Et alors, si Fangle i est inférieur ou égal a <p, angle du frotte- 
ment au départ, le corps persiste indéflniment dans son repos 
(no 449). 
Si, au contraire, on a, f > <p, le corps redescendsousTactfon 

de la force P sin t — TP cos t, ou P — ~, l car le frotte- 

cos^' 

ment change de sens a ce moment, et la gravité Temporte. Le 

mouvement. vers le bas est donc uniformément accéléréy comme 

dans le cas du n» 451 ; mais il n'y a plus de vitesse initiale, et 
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les équations de ce mouvement sont^ en comptant les espaces 
e, i partir du haut du plan : 

8in(t — (pO 8in(t — 9')^ 

On Yoit que les équations de ce second mouTement ne sent 
pas les mêmes que celles du premier (équations 13). Il faut 
donc bien se garder de croire que Ie mouvement ascendant et 
Ie mouvement descendant peuvent étre représentés par Ie 
méme système de formules. 

Si, par exemple, on veut calculer Ia vitesse que possède Ie 
mobile, lorsqu'il est revenu k son poinf de départ, 11 faut d'a- 
bord prendre poür e la valeur fournie par la formule (14), et 
la substituer dans la dernière des formules (15), ce quidonne : 

i«-^?l! cosy' 2 cosy^ 
~ig sin(t + <|/) g sin(t — 9^)' 

~ flf* sin (♦ + 9') sin (t — 9O ' 
puis il faut substituer cette valeur de ( dans la seconde des 
formules (i5), ce qui donne : 

,. = ,.. ?£i^ (46) 
sm(t + <pO 
Ainsi la vitesse est, au retour, moindre qu'au départ : ce qui 
doit étre, puisque Ie frottement a agi comme résistanee, dans Ie 
mouvement descendant ainsi que dans Ie mouvement ascen- 
dant. 

4S4. ÉQUATION DD TRAVAIL ET DES FORGES VFVES.— Il CSt 

facile d'établir, dans les différents cas que nous venons d'exa- 
miner, Téquation du travaii et des forces vives, et de vérifler 
ainsi que la demi-variation de force vive est egale a Ia somme 
algébrique des travaux des forcfes extérieures (n» 387). Eneffet, 
Ie système en mouvement se reduit ici a un seul corps, dont la 

P 

masse m = ~, et dont kt vitesse initiale est v- Lorsque la vi- 
tesse est devenue u, a Pépoque t, la demi-variation de force 
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p 
^ive esl — (!)• — Vo'). Si Tespaoe parcouru parallèleinent au 

plan incliné est e, Ie travail du poids P est P sini.e; il est posi- 
tif OU négatif^ suivant que la composante P sin t agit daus Ie 
sens du mouyement ou en seas contraire. Le travail du frotte- 
ment est f 'Pcost.e, et il est toujours négatif. Ainsi Téquation 
du travail et des forces vives est : 

p 

^(v* - tJo*) = eP(± sint — f' cosi), 

OU — s — = ^ — , ; (17) 

23 C0S<p' ^ ^ ' 

formule danslaquelle on prend le signe + ou le signe —, sui- 
vant que ie travail de P sin t est rooteur ou résistant. 

4SS. APPLICATION DE CETTE iPORMULE AUX DIVERS CAS. — ^Appli- 

quons cette formule aux .différenls cas. !<> Dans le cas du 
n» 450^ le mouvement est uniforme^ vzzzVo, la variation de la 
force vive est nuUe. D'un autre cöté, le travail de Psint est 
moteur ; il faut prendre le signe supérieur : mais t=(p^ ; donc le 
second membre est nul comme le premier. Ainsi, dans c6 cas, 
le travail est nul; ce qui doit être. 
2* Dans le cas du hp 451, on tire des formules (7), 
, ^ sin(t— «/) 
^ cos <p^ ' 

donc le premier membre de Téquation (17) est ^ "7 -; 

mais c'est aussi la valeur du second; car le mobile descend 
dans ce cas, et le travail de P sin t est moteur. Le travail déve- 
loppé dans ce mouvement est : 

r=Pe!E(i^, (18) 

.cos<ï/ ^ ^ 

e ayant la valeur (7). 
30 Dans le cas du n<> 452^ au moment bü le mobile s'arrêfe, 

on a, i? = 0, et le premier membre se reduit a — ^; c'est-a- 

Pv* 
dire que la force vive initiale —- a diminué de sa valeur, et 
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s'est annulée. Quant au secoad membre^ en prenant i a\ec Ie 
signe +, puisque Ie corps descend, et en ^ remplagant e par 
sa yaleur (10), il devient : 

1?.* cos 9^ 8in(i — *0 1?.* 

— - ■■■■ *■■■■■ ^ 1 * ^ Qll ._ - 

2j sin((p' — t) co8(|p' ' ^g' 

L'égalité existe donc encore ici; et Ie travaii résistant développé 

Pt?.* 
a pour expression , T = — .(19) 

49 Lorsque la vitesse initiale est dirigée ^ers Ie haut (cas da 
m 453), Ie travaii de P sin t devient résistant; et il faut prendre 
t dans la formule (i7) avec Ie signe — . Si Ton demande Ie tra- 
vaii développé pendant Tascension du mobile» les deux mem- 
bres de Péquation (17) deviennent tous deux, en vertu des for- 

«* —Pt* 

mule8(14), égauxi— r^, et Ie travaii résistantest, Tss » , ' , 
2ff tg 

ce qui devait être. 

Mais si Ton suppose t >> 9, cas auquel Ie mobile redescend 
Ie long du plan, après s'être arrêté un instant, et si Ton de- 
mande Ie travaii développé lorsqu'il est revenu au point de 
départ, il faut prendre pour v* la valeur fournie par la for- 
mule (16); ce qui donne : 

^ , , sin(t — <(/)— sin(t + <[/) _ — gt?.*cos» sin(p^ 

sin(t-f <i/) sin(» + <ï/) 

*. 1 j • IJ* • -^ Pt>.*co8i sino/ 

Amsi la demi-vanation de force vive est . ,. . — 7—. 

jgfsin(t + (p0 

Pour calculer Ie secon^ membre de Téquation (17)^ il faut Ie 

-. • A. 1, 8in(r-t — q/) 
decomposer en deux parties, lune e — ^^ p-^ correspoB- 

sin (t — w/) 
dante au mouvement ascendant, rautre e — ^^ — r^ corres- 

cos^ 

pondante au mouvement descendant, et les ajouter, ce qui 

sin(t— o/) — sin(t + 90 . 1 1 «• 

donne : e — ^^ ^ — -. — ^ ; puis, remplacer e par la va- 
cos^ 

leur (14), ce qui donne Texpression, 

«.• sin (t — y ^ ) — sin (t + yQ — D.'cosisiny^ 

2ff ^(t + <i/) ' gfsin(i + y') 
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Ainsi Ie travail développé est résistant et a pour expression : 

_Pt),«COStSiDy/ 

^- j^8in(t + <pO • ^^"^ 
L'égalité subsiste donc encore. 

On aurait pu d'ailleurs arriver a cette expression, en remar- 
quanl que^ dans ce doublé mouvement^ Ie travail de la force 
P sin i est nul^ comme étant composé de deux parties égales et 
de signes coDtraires; et qu'il ne reste que Ie travail développé 
par Ie frottement, travail résistant en descendant aussi bien 
qu'en montant. Ce travail a pour valeur — Vf' cost x 2«; 
OU [en rempla^ant e par sa valeur (44), et f' par tangcp^], 
— P tang (^ cos ÜVo* cos y^ 

ffsin(i + 90 ' 

expression qui ne diffère pas de Texpression ( 20). 

450. PORTION DE TRAVAIL ABSORBÉE PAR LE FROTTEVETtT. — Il 

n'est pas moins facile de calculer la portion de travail absor- 
bée ,par Ie frottement. £n elTet, dans tous les cas, ce tra- 
vail s'obtient ea multipliant Tintensité du frottement P ƒ' cos t 
par Ie chemin parcouru par Tun des points de contact. Il est 
ainsi : 

Dans Ie premier cas (up 450)^ 

Pf ^ cos i.e, OU Pe sin t, car t = ^^ ; 

Dans Ie deuxième cas (n» 451). 

P ƒ' cosue, OU Pe tang ©^ cos i; 

Dans Ie troisième cas (n^ 452), 

r^^y . t?o' cos<p' P Vo* cost sin <p' 

Pr cost.^-. . , / ., , OU - — . , , V ; ' 

' ^g sm(<p^ — i) 2flfsin((p^ — t). 

Pans Ie quatrième cas (m 453), après Ie retour, 
Pi^o* cost sin <p^ 
g sin (t + <pO ' 
comme on Ta vu. 

§ III. Application d la poulie fixe. 

4Lfif. EXPOSÉ DE LA QUEStlON.-r-Pour étudicr Ie frottement 

dans la poulie flxe, nous supposerons queTaxe fixe O (flg. 407) 

pénètre dans la machine par une ouverture circulaire concen- 

trique, d'uu diamètre un peu plus grand, appelée ceil, et sou- 
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tient ainsi tout Tappareil. Nous admettrons que Ie poids n de 

la poulie est appliqué sur Taxe 
même^ c'est-a-dire^ que nousne 
tiendrons pas compte de la diffé- 
rence entre Toeil et Taxe, afin de 
simplifier les caleuls. La puis- 
sance P et la résistance Q agis- 
sent en sens contraire aux exiré- 
mités d'un cordon qui s'enroule 
sur la gorge. 
LorsquMly a repos^ Ie point de 
contact entre Toeil et Taxe est sur la verticale qui passé par 
Ie centre O. Mais lorsque Ie mouvement a lieu dans Ie sens 
de la flëche , Ie point de contact s'éloigne et vient en un point 
C. Nous avons alorsa considérer la réaction normale N^ dirigée 
suivatit OCN^ et la réaction tangentielle T, dirigée suivant la 
tangente CT. D'ailleürs^ Ie mouvement est uniforme ; donc, 
les réactions N et T doivent faire équilibre aux forces P^ Q, ü : 
et comme ces demières sont toutes trois dans lm même plan 
perpendiculaire a Taxe, les deux forces N et T sont aussi dans 
ce plan. 

Nous désignerons par <p^ comme a Tordinaire^ Tangle du 
frottement; on a^ comme on sait, f=tang(p, T = fN. Nous 
appelleronsy en outre, « Tangle YON de la verticale avec la 
normale, et y et S les angles des forces P et Q avec la verticale. 
Enfin r et p seront les rayons de Ia poulie et de son axe. 

4S8. ÉQUATioNS l)'ÉQfJiLiBRE.-TNous pouvoustraitcr la pou- 
lie comme un corps entièrement libre^ soumis a I'action de 
cinq forces P^ Q^ U, N, /N, situées dans Ie même plan. Les 
conditions d'équilibre sont au nombre de trois (n» 356). Si nous 
prenons pour origine Ie point O, et pour axes une verticale et 
une horizontale, les sommes des composantes, estimées suivant 
chacun de ces axes^ devront être nuUes, ainsi que la somme de 
leurs moments par rapport a Torigine. On aura donc : 
PcosY + QcosS + n — Ncosa — Nfsina = 0, (i) 
Psiny — QsinS + Nsina — Nf cosa = 0, (2) 
Pr— Qr— Nfp = 0. (3) 
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En faisant passer N dans Ie second menibre^ dans les deux 
premières équalions, puis, en les ajoutant après les avoir éle- 
vées au carré^ on trouve : 

N«(l + r) = (PcosT + Qcosa +n)« + (Psin-r — Qsinfi)», 
d'oü Ton tire : 

N= — - — j/(PcosY + QcosS + n)*+ (P sin Y - ü sinS)» (4) 

Divisant ensuite Téquation (2) par Téquation (1), on trouve : 

ƒ cos a — sin a PsJny — Qsin$ 

^sina-f cosa ~ P cosr + QcosS + n' 

OU, en remplagant f par — -, et simplifiant^ 

X , ^ PsiuY — Qsina 
*^°K(^-«) = PcosY + QcosS+n- . ^^^ 

Les équalions <4) et (5) tont connaitrq Vintensité et la diredion 
de la réaction normale N, quand on connall Ie coëfficiënt ƒ ou 
Tangle <p, ainsi que les forces P et Q. 

On en conclut immédiatement la valeur de la réaction tan- 
gentielle fH et sa direction. 

Si Ton élimine N entre les équations (3) et (4), il vient : 

p_Q— — L — ? j/(PcosY+QcosS+n)«+(PsinY— Qsin8)*.(6) 

C'est la relation entre la puissance et la résistance qui exprime 
les conditions de leur équilibre, en ayant égard au fcotte- 
ment. 

4S9. siMPLiFiCATiON.— On voit que, pour déterminer la 
valeur de la puissance P en fouction de la résistance 0^ on a a 
résoudre unc équation du second degré. Mais il n'est pas néces- 
saire d'en trouver les racines exactes : on procédé par approxi- 
mations successives. On négligé d'abord Ie poids n comme 
ayant une valeur très-faible par rapport a la charge : la for- 
mule (6) devient : 

P = Q+ ^ ^ /P + Q' + 2PQcos(Y + a). (7) 
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Puis on prend^ pour première approximaiion^ P = Q; ce qui 
revient k supposer nul Ie tenne relatif au frottement, termc 

» p 

ordinairement très-pelit, a cause du facteur ~. Rempla- 

sant alors, sous Ie radicale P par Q, et remarquant que 

— - — — sin <p, on obtient^ avec une approximation toujours 



1^1+ r 

suffisante. 



P = Q+^sin9.Qco8i(Y + « 



(8) 



OU P=Q [^ + ~ 8in(p.cos|(r + S)l. 

En substituant cette valeÉr de P dans^ea formules (4) et (5)> 
et en y négligeant n^ oq a Tintensité et la direction de la réac- 
tion N, en fonction de la résistance Q. 

4#0. GAS PARTICULIER. — Si les deux forces P et Q sent ver- 
ticales^ y=^0, 5=0; les formules (4) et (5) se réduisent a 

N = (P + Q + n)cos^, « = ^, (9) 
et la formule (6) devient : 

P = Q+ J(P + Q + n)sin9; 

de sorte que Ton a rigoureusement, dans ce cas^ 

p_ Q(r + psincp) + npsiny 
r — p sin (f 

4IS1. tRAVAIL ABSORBÉ PAR LE FROlTEnNT.— On peut, 

en commensant la division^ mettre la formule (10) sous la 
forme 

et, si Ton multiplie les deux membres par la hauteur verti- 
cale e^ dont Ie point d^applicaiion de la résistance Q s'élève dans 
un temps très-court, on a : 

^r — psm<p v/ 2/ ^ ' 
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Or Pe est Ie travail moteur, Qe est Ie travail résistant utile, et 

^^ . ^ iQ + ;ï 1 est Ie travail du au frottement. 

4119. REMARQUE.— Ce travaü, absorbé par Ie frottement^ 
n'est pas la partie la phïs importante des résistances passives. 
La roldeur des cordes a, dans ce cas^ une influence bien plus 
grande. Les expériences de Goulomb démontrent que cetle 
résistance absorbe un exces de la force motrice^ qui croit en 
raison directe de la charge et d'une certaine puissance du 
diamètre de la corde, et en raison inverse du rayon de la pou- 
lie. Nous n'insisterons pas sur ce point, qui sort des limites du 
programme. 



CHAPITRE VI. 

EXERCICES ET APPLICATIONS i. 



465- PRKVtBR raoBLÉMS — ün earpg, dont Ie poids e$t Q, eit plaeéturv» 
plan incHné A Vhorium d'un angh i ; une foree P, affinaia dans nne direc- 
tion IPi qui fait un angle O avee U plan, oblige Ie fardemt i remonter umfer- 
mémeni Ie long de ee plan» On demmde VexpreêêUm de eette foree, et la 
direction la plu» favorable que T&n peut lui donner (fig. 103, p. 247). 

La foroe P et Ie poids Q sont dans un méme plan perpendiealaire k la Irace 
horizontale du plan incUné. Désignons par f Tangle dn frottement pendant Ie 
mouvement, et par N la réaction normale du plan contre Ie corps. Les forces 
qui agissent, k un Instant quelconque du mouyement, sont P, Q, N et Ie frot- 
tement N tang f dirigé suivant IL'. Puisque Ie mouvement est uniforme, 
ces forces se font équilibre. On a donc, en les décomposant successive- 
ment suivant deux axes, Tun parallèie, Tautre perpendiculaire au plan 
incliné : 

P cosO — Q sin < ^ N tang 9= O J 
Qcost — P8ind-N = 0. j ^^ 

On Ure de \k, en éliminant N , 

P (cos6 -|-8in6 tang f) — Q(8inl -f oosi laag^) = O, 



d*oü 



"C08(d— 9) ^' 



La force P, nécessaire pour entretenir Ie mouvement uniforme ascendant, 
varie avec TangleO; el Ie atteint son minimum, lorsque cod(0 — 9)= 4, 
c*est-è-dire, lorsque 6 = 9: alors sa direction est perpendiculaire è eeUe de 
la réaction obHque^ resultante du frottement et de la réaction normale. 

464* SEGOND noBLÈUB.— CJfie tige pesante AB appuie ses deux extrémtés, 
rune sur un plan vertieal ., Vautre sur un plan korizontal : elle est perpen- 
diculaire è VintersectUm des deux plans. On propose de détemUner la posi- 
tion de la tige lorsqu'elle est sur Ie pdnt de glisser (fig. iOB). 



^ La plupart des problèmes que nous résolvoDs ici, soDt emprantés k rezcelleot 
recueil de M- JuUien, intitulé : Prohlèmet de mécanique rationnelle. 
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Coupons les deux plans par un plan vertical contenant Ia lige AB; et soit 
XOY la sectioD. Le poids P^ les réactions normales N et N' exercées par les 

plans, les frottements F et F' en A et B, 

agissent dans ce plan. Soit G le centre de 

gravlté de AB; posons AG = a, BG=:^. 

Soient, en outre, ƒ et f' les coefficients de 

frottement au départ, sur les deux plans 

OX et OY. Soit enfin oi Tangle maximum 

ABO que la tige fait avec le plan verlical, 

au moment oü elle va perdre son équilibre. 

On sait qu'& eet instant^ qui est celui du 

départ. on a: FzzfN, P=/'N'. 

Or réquilibre existe entre les cinq forces P, N, N', F, F' ; si donc on les 

décompose successivement, parallèlement k Od; et Oy^ et si Ton prend leurs 

moments par rapport au point O, on aura les trois conditions suivantes : 

F — N'zzO, OU fN^N', (3) 

p — N — F=0, OU PriN + f/N', (4) 

PXGI+N'XOB — NXOA = 0, 

OU Pdsina + N'(fl-|-*) cosa— N(a + W«na = 0; (5) 

car, les directions des foroes F et F' passant en O, leurs moments sont nuls. 

En combinant les deux équations (3) et (4), on obtient : 

et substituant ces valeurs dans Téquation (5), on a : 

Pr(fl+/>)cosa P(a + »)sina 

et, après quelques réductions, 

Au concours d*adniission k l'École polytechnique , en 1855, on avait pro- 
posé de résoudre la question précédente^ en supposant la tige homogene. 
Dans ce cas particulier, on a, a =: ^^ et la formule (6) devient : 

Si Ton suppose , en outre, que les deux plans sont composés de la mérae 
matière, de sorte que f ' = /, on a : 

' ca) 

48 
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Par conséqaent, si Ton pose frzUngf, on a enfin, tanga ^tang2?, ou 
a = 29. Aiusi Vanffle HmiU ot est doublé de Vangle du frottement. 

465* TROisiiME PROBLÈME.— l/fif harte AGB, dont lepoids est Q, appunée 
sur un étai GO, est soutenue par une force P qui agit è Vextrénnté A, ésn 
une direetion donnée. On propose de déterminer laposition de la barre, lort- 
qu'elle est sur Ie point de gliuer dans Ie sens BA (fig. 109). 

Désignons par O Tangle que la barre fait avec rhorizon, au moment oü 
elle Ta glisser^ et par a rinclinaison de la force P sur rhorizon. SoientNb 
pression normale de Tétai , et ƒ Ie coëfficiënt (]« 
frottement au départ. Soit^ enfin, G Ie centre de 
grayité de la barre ; posons AG zzlu, GC = x. Il sV 
git de déterminer x et 0. 

ATinstant que 1'on considère, Ie frottement est P'; 
et il y a équilibre entre les forces P, Q^ N et ^N. Si 
Ton projette ces forces successi vemen t sur un aie 
horizontal et sur un axe Tertical, et si Ton prend leurs moments par rap- 
port au point G, on a les conditions : 

Pcosa— NsinO + fNcosezzO, (9) 

Q — Psina— Ncosd-fNsine^rO, (10) 

P(« + «)sin(a— 6) — Q«cose = 0; (11) 

car les forces N et ^N ont un moment nul. 

On tire des équaiions (9) et (10), en éliminant N, et en posant ƒ= taog?, 

Qsiny+Pcos(a+y) j, 
■ Qcosf — Psin(a-j-(p)" 

Lorsque O est connu, on substitue sa valeur dan? Téquation (11), qui fourvil 

alors la valeur &x, 

466* QOATRiÉME PROBLÊHE.— Dtfiix plans incHfiés Ah, AB', sont adouét 

Vun h Vautre : une petile pouUe fixe est placée enD,h une lunUeur h au^^- 

sus de leur arète commune A. Cette poulie regoit un fiJL très-délié, dont li 

longueur est I, et aux exirémités duquel s&nt 
attachés deux poids P et P' : ces poids re- 
posent sur les deux plans. On detiuaUe 
quelle est leur position, lorsque Ie premer eü 
sur Ie point de glisser dans Ie sens AB 
(fig. 110). 

Désignons par a et a' les inclinaisoDS des 
deux plans sur la verticale, et par O et (^ les 
angles des deux parties du cordon avec U 
*'i8- **o- verticale. Soient, de plus, N et N' iesréac- 

tions normales exercées par les plans sur les poids; et fzniuii^^ 



P cosa 
taa8((>-T)= ^_p^,„, , 



OU tang O : 
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f = tang 9' les coefficients de frottement aa départ. Il faut détenniner 
O el O'. 
D'abord les triangles DAM, DAM', donaent : 



■sin(a — e)' . ""sinCa'— 60' 
donc^ en ajoutant^ 

fesina h sin <l' 

sin (a — 0) "*" 8iii(a'--0') "" ^ ' 

D*un autre c5té» aa moment dont il s*agit, les firoltements sont /N suivant 
MA et f f W suiyant M' B', puisque Ie système ^a perdre son équilibre et se 
mouvoir dans Ie sensM'DM. Désignons par T la tension du fil. Les forces, 
qai maintiennent Ie poids M en équilibre, sont P^ N^ /N et T : projetons 
068 forces successivement sur une parallèle ^ AB, pais sur une perpen- 
diculaire; il vient: 

Pcosa — ^N — Tco8(a--ö) = 0, \ 
P sintt — N — Tsin (a— 6) = 0. ) ^ ' 
Projetons de méme suoeessiyement les forces V, W, fffi* et T, qui main^ 
tienneut M^ en équilibre^ d*abord sur une parallèle è AB', pais sur une per- 
pendiculaire; et nous aurons : 

Fcosa'-t-^'N' — TcosCa' — 60 = 0, | 
P'sina/ — N'— Tsin(a'--ö') = 0. ) ^^^ 
Ëtiminant N entre les équations (14}, et N' entre les équations (15)> on a : 
P(cosa — ƒ sina) — T[cos(a — 6) — /'sinCa — e)] = 0, 
F (cos a' + r sin a^ — T [cos (a' — 6') + ƒ 'sin (a' ^ 60] = 0. 
Puis, éliminant T entre ces deux dernières, on a : 

cos (g — 6) — f sin (g — 6) _ (cosg— ƒ sin a) P 
cos(g' — 60-fr8l"K-Ö') "" (cosg'-f-f/singOP'' 
on, en rempla^nt ƒ par tang 9 et ff par tang9', 

coa(« + 9— Q) _ Pco8(g-f 9 ) 
cos(a' — 9/ — 6')"" P'cosCg' — 9')* ^ ^ 

Gette éqaatlon> jointe ^ l'équation (13)^ donne les valeurs de 6 et de 6'. 
467* ciMQOiÊiiE pROBLiME.— {Jne barre homogene AB, dorU Ie poids est Pj 
et la longueur 1, repose 1 par une de ses ex^ 
trémtés A, sur un plan horizontal HH'; son 
autre extrémitéB est soutenue par un fil, qui 
s'enroule sans frottement sur um poulie fixe 
G, et supporte un poids Q. On demande (T^- 
> 'P tudier les conditions de V équilibre de ee sys- 

tlg. HU tème (fig. 111). 

Soient « et 6 les inclinaisons de la barre et du fil sur Thorizon, N la pres» 
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sion normale exeroée i>ar Ie plan sur la barre, F Ie frotleinent dans Ie sens 
H' H, et ƒ = Ung 9 Ie coëfficiënt de frottement au départ. Gomme Péquilibre 
existe |)ar hypothese, la tenslon du fil détruit Ie poids Q, et lui est egale. 
D*un autre c6té, si Ie mouvement n*e8t pas sur Ie point de se prodaire, Ie 
frottement F n*obtient pas la vateur maximnm pi, qu*il a au moment do 
départ. Nous représenterons par ^'N sa valeur, dans l'état qui dous occupe, 
f étant inférieur k f. 

Les forces qui agissent sur Ie système sont donc P, Q, N et f* N. Projetons- 
les d*abord sur une horizontale, puis sur une verticale ; puis prenons leon 
moments par rapport au point A ; nous aurons : 

QcosS — rN = 0, 

p«Q8in6-N = 0, . 

Pflcosa ^ , ,^ X ^ 
— ^ -Qasln(6-a)=z0. 

On élimine N entre les deux premières équations , et il vient : 

Q(cos6 + r/8ln4— /'P = 0; 
OU, en posant, f' =: tang 7', 

Q cos (6 — 9') = P sin 9'. (18) 
D*ailleurs, la demière des équations (17) donne : 

2Q sin (6 — a) = P cos a. (19) 
On a ainsl deux équations (18) et (19) entre les trois inconnues a, 6, 9'. Pour 
chaque valeur donnée k 9' entre O et 9, elles fourniront les valeurs corres- 
pondanles de a et de 6, c'esl-Mire la position d*équilibre du système. 
Par exemple, Thy po these 9^ = O, faite dans Téquation (18), donne : 

QcosSzzO, OU 6=-; 

et celte valeur, substituée dans Téquation (19), donne : 

n 
2 Q COS a = P COS a, OU > = a* 

Le poids Q reste alors arbitraire, pourvu qu*il soit inférieur au poids de la 
barre. SMl arrivait que Ton eüt 2Q = P, Tangle a pourraitêtre quelconque, 
l*angle 6 reslant droit. 

468* sixiÈME PROBLÈHE.— Off ploce utie sphêre homogètie, dont le paitU 
est P, dans Vintérieur d'un angle dièdre dont Varéte est horizontale, et qui eit 
formé par deux lames rectangulaires homogênes^ égales entre elles, libret de 
tourner autour de Varéte commune* Les bords supérieurs des deux lames sont 
réunis par un fil dont on augmente graduellement la tension. On demande la 
valeur de cette tension, lorsque la sphire commence èprendre un mouvement 
ascendant. 



EXERCICES ET APPLICATIONS. 277 

Les forc<ïS qui agissent dans ce système sont, outre Ie poids P de la sphère 
et la teDsion T do fil^ les poids égaux Q des deux laroes^ les réactions nor- 
males N et N^ et les frottements F et F' qu*eUes exercentsur la sphère. Dans 
rétat d*équUibre, les deux lames sont également inclinées de part et d*autre 
sur rhorizon, puisque Ie Centre de gravité du système dolt étre dans Ie plan 
Yertical qui contient Taréte fixe. D'ailleurs, alors, k cause de la symétrie, 
N = N', F = F'. 

Il est évident que les composantes horizontales des réactions normales des 

deux lames se détruisent, puisque ces réactionsi sont égales et également 

iDclinées k rborizon. 11 en est de méme des composantes horizontales des 

frottements. Quant aux composantes verticales, elles s'ajoutent; celles des 

pressions normales sont dirigées vers Ie haut, et celles des frottements vers 

Ie bas. Donc, si Ton projette sur la yerticaie les forces qui agissent sur la 

sphère, on a : 

P + 2F cosa — 2N sin a = O, (20) 

2 a étant Tangle dièdre des deux lames. 

Gbaque lame est aussi en équilibre sous Taction des forces qui la sollici- 
tent, et qui sont : son poids Q, la tension T du fil et la pression N de la 
sphère sur sa face intérieure. Désignons par l la longueur du cöté incliné de 
la lame^ et par r Ie rayon de la sphère , et prenons les moments de ces trois 
forces par rapport k l'arête fixe : nous trouYons inimédiatement : 

01 sin a 
11 cos a — =-r Nr cot a = 0. (21) 

2 

Ges deuxéquations expriment les conditions d'équilibre, tant que la sphère 
ne commence pas k prendre un mouvement ascendant. Bfais k mesure que T 
augmente> la réaction Naugmen te aussi, d^après l'équation (21) ; et par consé- 
quent, d*après l'équation (20), Ie frottement F augmente également. Mais Ie 
flrottement ne peut dépasser une certaine limite sans que Ie mouvement se 
produise. Si Ton désigne par f ou tang 9 et par f' ou tang 9' les coefticientsde 
frottement au départ pour les deux lames^ on sait que Ie frottement F ne peut 
dépasser fS sur la première lame, f'N sur la seconde. Si donc on a f <^ ƒ', 
Ie mouvement commencera, lorsque la tension T aura une valeur telle que 
F = /"N : la sphère glissera sur la première lame, et roulera sur la seconde. 
Et comme Téquilibre ne cessera qu*è ce moment, les équations (20) et (21) 
seront encore applicables, en y rempla^ant F par f N; et Ton aura d'abord : 

PC0S9 

P = 2N(8ina — fcosa), d'oü Nzz . . , , . (22) 

^ 2sin(a — 9) ^ ' 

Pf cot a cos 9 
Puis, 2 Tl cos a = Ql sin a -I 7-7 r*, 

' ^ ^ sm(a — 9) ' 

Q , Pr cos 9 

d'oti, T = ^ tang a + -— r-p r. (23) 

2 * 21smasm(a— 9) ' 
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Fif. at. 



469. sKrriiMc noMLtMK.-^üne tige pesante AB peut te momvair üM'ement 

et sant frottement autour de ion extrémité A comme ptvot ; ton autre extré- 

mité B ê^appme iur unplan vertieal P, et Ie frottement t'exeree entre eeplan 

et la barre. On propoie de déterminer la position 

de eette tige, lortqu*elle va per dr e son éqmlibre 

(fig. 112). 

AbaissoDB du point A une perpendiculaire AC 
sur Ie plan P ; ie point B décrit sur ce plan on cei^ 
cle dont Ie point C est Ie centre. Dans ce mouve- 
ment, Tangle GAB reste constant; désignona-le par 
a. Le rayon GB bit, avec Thorizon^ un angle \a- 
riableBGD = e. 

Les forees qui agissent, k un instant donné, sont le poids P de la tige, la 
pression normale N exercée par le plan sur ce corps, le frottement F dirigé 
sui¥ant la tangente au cercle, en sens inverse du mouvement qui tend k se 
produire, et enfin la réaction du point fixe A. 

Puisqu'il ya équillbre, la somrae des moments des forees, par rapport Si un 
axe verlical AZ, doit être nulle d'elle-même. Or le moment du poids P, par 
rapport k eet axe auquel il est parallèle, est égal k zéro |no 249). Comme la 
force N est parallèle k CA, sa plus courte disiance k l'axe est OB.cosO^ et son 
moment est N.CB.cose. Quant au frottement F, sa projecüon sur un plan 
perpendiculaire k l'axe est F sin O, et sa plus courte distonce k Taxe est AC : 
donc son moment est F.AC.sin 6. Donc on doit avoir : 

N.CB.cose = F. ACsin e. 
D'ailleurs, dans le triangle rectangle ABC, BC = AC tang a ; dono : 
NtangacosO = FsinO. 

Enfin, au moment ot la tige va perdre son équilibre, Fsz^N; donc : 

1 
tang a cos e = ƒ sin e, d'oü tang 6 =z - tang a. (24) 

Cette formule fournit la condition cherchée. On voit que l'angle O est d'au- 

tant plus petit que f est plus grand ; et que, si fz^ O, 6 = -, ce qui doit être. 

470. HüiTiÈBE vnovLÈME.'-üne planche rectangulaire et homogene^ dont 
le poids est P, repose sur un cylindre circulaire 
dont Vaxe est horizontal, de telle sorte que la 
droite qui joint les nUlieux de deux cótés opposés 
du rectangle cotncide avec l'aréte la plus éleoée 
du cylindre. On demande quel est le plus grand 
poids Q que Von puisse suspendre au milieu de Vuu 
des deux autres cótés de laplanche, sans la faire 
Fig. U5. glisser (fig. H3). 

Coupons le cylindre par un plan perpendiculaire k son axe, et passant par 
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Ie centre de gravité de Ia planche. Nous poarrons nous bomer a éliidier ce 
qui se passé dans ce plan. Or, soit O la seclion du cylindre : l'efel du poidsQ 
est de faire rouier la planche sur Ie c>liudre, de sorte qu'elle Yient occupor 
une posilion inclinée AB, dans laquelle son centre de gravité 6 s'éiève. 

Soient 2 1 la longueur AB de la planche, r Ie rayon de la section cylindri- 
que, et ƒ =z tang 9 Ie coëfficiënt de frottement au départ. Désignons^ en 
outre^ par « rinclinaison de la planche k Thorizon. Les forces qui agissenl 
sont les poids P et Q, la réaction normale N et Ie frottement ^N dirigé sui- 
Tant CB. Donc, si l'on projette ces forces sur une horizontale, on aura : 

N sin a = ƒ N cos a, ou lang a zz ƒ. (25) 
Ainsl Vangle a est égal h Vangle 9 du frottement. D'un autre c6lé, si Ton 
prend les moments des forces par rapport au point G, ou aura : 

Q.GA.cos a zz P.GC cos a. 
Or AG ir: / — GG. Mais si Ton mène Ie rayon verlical 01, GG est égal k Tarc 
Cl ou k r^; car, lorsque la planche élait horizontale, Ie point G étaiten I, et 
elle n'a fait que rouier sur Ie cylindre. Donc AG =: / — rp : donc enfin : 

Q(/-r9) = Pr9, OU ~ = 7^; (26) 

c*est la relatlon cherchée. 
471* EXERCICES PROPosÉs.— Voici quclques problèmes a résoudre : 

10 f/n cylindre elliptique, homogene, dont l'axe est horizontal i appuie sa 
surface convexe sur deux plans, Vun vertical et polu l'autre horizontal et 
dépoli. Il est sur Ie point de glisser lorsque Ie grand axe de l'ellipse de base 
fait un angle de 45» avec Vhorizon. On demande Ie coëfficiënt de frottement 
sur Ie plan horizontal. 

11 n'y a de frottement, d'après Ténoncé, que sur Ie plan horizontal. Les 
forces qui agissent, dans ce cas, sont donc Ie poids P du corps, les réactions 
normales N et N' des deux plans, et Ie frottement au départ fN sur ie pre- 
mier plan. On peut supposer que ces forces sont loutes situées dans un méme 
plan perpendiculaire k Taxe du cylindre. On établira, comme k Tordinaire^ 
les trois équalions d'équilibre ; et, en éliminant les deux pressions, on trou* 

vera, f:^-, e étanl rexcentricité de l'ellipse de base. 

^0 Une demi-sphêre homogene^ de poids P, peut rouier sur un plan horizon^ 
tal : mais Ie frottement Vempêche de glisser. Un poids Q, appliqué en un point 
de la circonférence de la base, fait rouier Ie corps^ jusqu'è ce que la base 
soit inclinée de 30» è Vhorizon. Alors Véquilibre s^établit. On demande Ie 
rapport du poids Q au poids P. 

Comme les deux forces sont dans un méme plan \ertical passant par Ie 
point de contact de la demi-sphère et du plan, il suffit d*écrire que les mo- 
ments des deux forces, par rapport è ce point^ sont égaux. Et, si Ton se rap- 
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pelle que Ie centre de gravité de rhémisphère est sor Ie rayon perpendicu- 

3 
laire k la baae et è une distanoe do centre egale aux - de ce rayon, on trouve: 

PI/3 
"■" 8 * 

3o Un point petant est place iur la eireonfétenee d'un cerele Htué dmu un 
plan vertUêl, et sur laquelle Ie frottement est égal è la pression. On deuumde 
quelle est la plus basu des positions oü Ie p^nnt peut rester immobile. 

En établissant les conditions d*équilibre entre Ie polds P, la pression 
normale N et Ie frottement F, on voit aisément que Ie rayon qui aboutit aa 
point cberché fait un angle de 45» ayec la verticale. 

4<> Une planche reclangulaire et homogene^ située dans un plan vertiealt 
repose, par Vun de ses cótés^ sur un plan dépoli dont rinelinaison è Vhorizon 
croit graduellement. Dans quelle posUion du plan la planche commencera-t- 
elle è glisser Ie long du plan, ou è tourner autour de son sommet inférieur f 

On doit trouver que la planche commence & glisser lorsque rinelinaison t 
sera egale è Pangle 9 du frottement. Bfais il faut, pour cela, que tang 9 soit 
plus petite que Ie rapport du cólé de la planche, en contact avec Ie plan, 
au rdlé adjacent. Si tang 9 est plus grande que ce rapport, elle tournera 
autour de son sommet ioférieur, avant de glisser. 

50 Vn corps pesant est en repos sur un plan horizontal ; une force P til 
impuissante h Ie mettre en mouvement. Mats si Ie corps est déjè en mouvement, 
la mime force P, appUquée perpendieulairement d la direction de sa vitetse, 
peut être suf/lsavte pour Ie dévier de cette direction. On demande d*expliquer 
ce fait. 



FIN. 
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